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Le lien entre probabilités et statistique



Une expérience aléatoire

Considérons I'expérience consistant a servir un verre de biere.
La quantité X (en cl) contenue dans le verre est

Rappel : Une v.a. X sur un espace probabilisé (2, .4, P) est une fonction
mesurable de €2 vers R.

Rappel : La distribution PX de X est définie par
P¥[B] :=P[X (B)] =P[{w € Q: X(w) € BY}]

pour tout B dans la o-algébre de Borel B sur R.



Différentes quantités d’intérét

Ici, X est continue, donc admet une fonction de densité fX.

Ceci permet de calculer

E[X] = /_C>C z fX(x) de,

ou

P[X > 20] = h ¥ (x) d.
20



Probabilités vs Statistique

Les permettent d’évaluer ces quantités sur base de PX.
Mais, en pratique, PX est inconnue. ..

Sur base d’un échantillon z4, ..., x, (des réalisations de v.a. Xy,..., X,
i.i.d. avec la méme distribution que X), la vise a obtenir des
informations sur E[X] et P[X > 20], ou plus généralement sur PX.

On parlera de oud



Probabilités vs Statistique (2)

Les deux processus sont donc, par nature, antagonistes:

Probabilités
Population —————  Echantillon
Statistique
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La notion de modéle statistique



Modeéle statistique

Soit X(") = (X1,..., X,,) un vecteur de v.a. X; & valeurs dans R.
On appellera souvent X (™) 'observation.

La distribution jointe de X (™), notée P("), est inconnue.
~» On considérera un
(R, 8", P™),

ou P est une collection de mesures de probabilité sur (R™, B"),
dont une seule constitue la “vraie” distribution de X (™),



Modéle d’échantillonnage paramétrique

Un modele d’échantillonnage paramétrique suppose que X3, ..., X, sont
i.i.d., de distribution commune appartenant a

P={Py:0cOCR}



Modéle d’échantillonnage paramétrique
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, de distribution commune appartenant a
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Le terme “échantillonnage” précise que les observations X; sont i.i.d.



Modéle d’échantillonnage paramétrique

Un modele d’échantillonnage suppose que X1, ..., X, sont
i.i.d., de distribution commune appartenant a

P = {Pg 0 }
Le terme “échantillonnage” précise que les observations X; sont i.i.d.

Le qualificatif “paramétrique” impose que la famille de distributions est
indicée par un parametre fini-dimensionnel.



Modéle d’échantillonnage paramétrique: exemple

Le modéle d’échantillonnage paramétrique gaussien

(R”,B",P" _ {Pﬁffjg) ‘LER, 0% ¢ Rg})

suppose que Xi,..., X, sonti.i.d. de loi N'(u,o?).

Pour ce modéle paramétrique,

9_< /g) O=RxR et k=2
g



Modéle d’échantillonnage non paramétrique

Un modéle d’échantillonnage est
(re, 8P = {P(V: e F),

ou P;”) désigne la distributionde X (") = (X,,..., X,,) lorsque X1, ..., X,
sont i.i.d. avec une loi commune admettant la fonction de densité f.

Lensemble F des densités sur R est un espace de fonctions qui, si on
ne fait pas d’hypothéses sur la forme de f, est de dimension infinie.



Modéles sans échantillonnage

Si les observations ne sont pas i.i.d., il faudra plutét adopter un modéle
paramétrique

(r". 8", P = {P(V 0 e 0 cR"})
ou un modéle non paramétrique
(R, B, P = {P(": f e FOY),

qui prévoient un ensemble de lois possibles pour la distribution jointe
de X,

(Ici, 7 désigne I'ensemble de toutes les densités sur R").
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Trois exemples récurrents



Lexemple du verre de biére

Soit X la quantité de biére (en cl) servie dans un verre.
Nous adopterons le modele d’échantillonnage paramétrique gaussien
(R”,B",P” _ {Pﬁ[g) . LER, 0% € Rg}),

ou Pﬁ{f,ﬁ) désigne la distributionde X () = (X1,..., X,,) lorsque X1, ..., X,
sont i.i.d. de loi V'(p1, o%).

Parfois, nous considérerons le sous-modele pour lequel la variance prend
une valeur o2 connue. Le paramétre sera alors § = 4 € © = R.



Lexemple du bus

Supposons qu’un bus se présente toutes les 6(> 0) minutes a I'arrét.

Le temps d’attente (en min) d’'une personne arrivant a un moment
arbitraire a cet arrét est alors une v.a. X de loi uniforme sur [0, 6]
(on écrira X ~ Unif([0, 6])).

Si cette personne monte systématiquement dans le bus dés qu’un bus
se présente, la valeur de 6 reste inconnue.

Rappel : X ~ Unif([a,b]) & X admet la densité

z = fX(x) = Ila <z <.



Lexemple du bus (2)

Des répétitions indépendantes de cette expérience ménent au modéle
d’échantillonnage uniforme

(R 8" P = {P(":0 e R CR}),
ou Pé") désigne la distributionde X (™) = (X1,..., X,,) lorsque X1, ..., X,

sont i.i.d. de loi Unif([0,6]). Contrairement a I'exemple précédent, le
parametre est scalaire plutoét que vectoriel.



Lexemple électoral

Considérons, dans un scrutin électoral entre deux candidats,
la proportion p (inconnue) de la population en faveur du candidat A.

Si on sonde un individu au hasard, sa préférence est représentée
par une v.a. X de loi de Bernoulli de parametre p (X ~ Bern(p)):

> X =1 (étre en faveur du candidat A) avec probabilité p, et

> X = 0 (étre en faveur du candidat B) avec probabilité 1 — p.

Rappel : X ~ Bern(p) & P[X = z] = p*(1 — p)!~*I[z € {0,1}].



Lexemple électoral (2)

Si on sonde n personnes de fagon indépendante dans la rue sur leurs
intentions de vote, on obtient le modéle d’échantillonnage de Bernoulli

(R, ", P" = {P :p e 0,1] c R}),

ou P\ désigne la distribution de X(™ = (X;,..., X,) lorsque X1, ..., X,
sont i.i.d. de loi Bern(p).

Contrairement aux deux exemples précédents,
(i) la distribution commune des observations X; est discréte
(i) 'espace paramétrique (© = [0, 1]) est compact.



Résumé du chapitre

» Introduction des différents types de modéles statistiques

» Description des trois exemples principaux du cours
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