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Terminologie et définitions



Deux “mondes”

Soit le modele statistique d’échantillonnage paramétrique
(r 8" P = {P{" 00 CRYY),
qui prévoit que ’observation X(») = (X1,..., X,,) est faite de v.a. i.i.d. de
distribution commune Py.
Les concepts introduits dans ce chapitre connaissent

1. , “théorique”, relative a la distribution Py inconnue.
Ces notions font typiquement intervenir le paramétre 6.

2. , “empirique”, associée aux observations X1, ..., X,.
Ces notions ne peuvent pas faire intervenir le parameétre 6.



Statistiques

Définition 1

Une T(X™) =T(Xy,...,X,) est une fonction mesurable des
observations X1, ..., X,.
Exemples :
1 " not < 3
X1, =) Xi(=X), et tan (X,,—1 + X;,).
Lo Z ( ), et arctan ( 1+ X7)

i=1

Une statistique peut également étre a valeurs vectorielles ou ensemblistes. Ainsi,
X _ _
( Xl > XM =(Xy,...,X,) et [X—|X1|, X +|Xq]

sont aussi des statistiques.



Statistiques d’ordre

Définition 2

Si, pour tout 0 € O, les X; prennent des valeurs deux a deux différentes avec

Pe(n)-probabilité 1, la de X (M) est , ol X(i)
est la ieme plus petite valeur parmi X1, . .., X,.
Terminologie: est la

En particulier, X1y = min(Xy, ..., X,) et X(,,) = max(Xy,..., X,).

Question : Si z(™ = (1, -1,0.5, =5, 7), alors que valent T(1), T(5) €L (4)?

Attention: X (") Xn)



Fonction de répartition “population”

La distribution Py peut étre décrite par sa , définie par
Fy: R — [0,1]

z = Fp(z) = Py[X1 < z].

La fonction Fj satisfait les propriétés caractéristiques suivantes:

(i) limg—y— oo Fp(z) = 0etlimy, oo Fp(z) =1
(i1) Fjy est non décroissante

(iii) Fy est continue a droite

Pour tout @ < b, on a Pgla < X7 < b] = Fyp(b) — Fy(a).
Donc Py[X; = b] = Fy(b) — Fy(b — 0), ot Fy(b— 0)=lim__, Fy(x).



Fonction de répartition empirique

La est I’équivalent empirique de la fonction de
répartition population Fp.

Elle est définie par

Remarque : la fonction F}, est aléatoire. Pour chaque (™ fixé, elle satisfait les
propriétés caractéristiques (i)—(iii) d’une fonction de répartition.



Fonction de répartition: illustration

o(x)
Fn(x)

Figure 1: (Gauche:) fonction de répartition ® de la loi A'(0,1). (Droite:) fonction de
répartition empirique F}, d’un échantillon de 15 v.a. i.i.d. A'(0,1).
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Convergence

La montre que, pour tout § € O et tout z € R,

sous P{".

Ce résultat de convergence p.s. ponctuelle peut étre renforcé en le résultat de
convergence p.s. uniforme suivant: pour tout f € O,

sup |Fp,(z) — Fo(z)| 230 sous Pén).
z€R

Ce résultat est connu sous le nom de théoréme de Glivenko—Cantelli.



Quantiles populations: version continue

Au niveau population, la est essentiellement ’inverse de la
fonction de répartition Fy.

Si Fp : R — [0, 1] est continue et strictement croissante, le quantile d’ordre
a(€ (0,1)) de laloi Py est défini comme

Ainsi, x,(0) est le nombre (unique) x tel que X;(~ Py) ait une probabilité «
de prendre une valeur inférieure ou égale a z,(0): Fy(z4(0)) = a.



Quantiles populations: version générale

Si Fp n’est pas continue, il se pourrait que 1’équation Fy(x) = « n’ait pas de
solution en x. Pour définir le quantile d’ordre « de fagon générale, on a recours
a un concept d’inverse généralisé.

Définition 3

Le est le nombre

zo(0) L inf {x eR: Fy(x) > a}.

La médiane, les ler et 3¢me quartiles, les déciles, les percentiles, ...

Les quantiles sont des mesures de position. La différence entre deux quantiles
est une mesure de dispersion (intervalle interquartile : 23,4(6) — 21,4(0)).



Quantiles empiriques

Considérons I’observation X (™) = (X1,..., X,,).
Définition 4
Le est le nombre
(n) def . g .
zg! = infezx eR: F,(z) > ay,
o F,, désigne la fonction de répartition empirique associée & X ™).

~+ On peut considérer la médiane empirique, les ler et 3¢me quartiles em-
piriques, etc.

Questions : Si 2™ = (1, —1,0.5, 5, 7), alors que valent xi%, sc?}l et xg;)lo?



Moments population

Définition 5
La distribution de X1 (ou, par extension, X, elle-méme) admet des
sous Py si et seulement si

Bl = [ lel dFi(a)

— 00

existe et est finie.

Si une v.a. admet des moments finis d’ordre r(> 0), alors elle admet aussi des
moments finis d’ordre s pour tout s € (0,7) (Preuve : en live).



Intégrales de Lebesgue—Stieltjes

Au slide précédent, 1’intégrale

| el ana)

— 00

est une intégrale de Lebesgue—Stieltjes:

» Si Py est continue, de densité fy,

/_D:o g(x) dFy(z) = /_O;g(:c)fg(x) da

> Si Py est discréte, avec les valeurs possibles x;(6) et probabilités corre-
spondantes p;(6), i € Z (au plus dénombrable),

/°° r)dFy(x Zg

> i€L



Moments non centrés

Définition 6
Dans un modéle statistique d’échantillonnage paramétrique, supposons que,

pour tout 0 € O, Xy admette des moments finis d’ordre (€ Ny) sous Py.

Alors la quantité
11 () = Eo[X{]

est appelée (sous Py).

Le moment non centré d’ordre 1, 11} (6) = Eg[X1], est ’'espérance de X7, et
est souvent noté 1 ou p(6). C’est une mesure de position de X;.



Moments centrés

Définition 7

Dans un modéle statistique d’échantillonnage paramétrique, supposons que,
pour tout 0 € O, X1 admette des moments finis d’ordre (€ Ny) sous Py.
Alors la quantité

pr(0) = Eg[(X1 — pu(0))"]

est appelée (sous Py).

Le moment centré d’ordre 2 est la variance de X7, Vary[X;], laquelle sera
souvent notée o2 ou o2(#). C’est une mesure de dispersion de X.

Rappel: Varg[X1] = Eg[X?]—(Eg[X1])?, c’est-a-dire o (0) = 15 (0)— (1} (0))2.



Coefficient d’asymétrie

Définition &

Si les moments d’ordre 3 sont finis, alors la quantité

- N3(9)
T (a(0))372

est appelée le

1)
o)
169

Figure 2: (Gauche:) densité asymétrique a gauche (y; < 0). (Centre:) densité symétrique
(71 = 0). (Droite:) densité asymétrique a droite (1 > 0).



Coefficient d’aplatissement

Définition 9

Si les moments d’ordre 4 sont finis, alors la quantité

est appelée le

1)
o)
109

Figure 3: (De gauche a droite:) densité platykurtique (2 < 0), normale (mésokurtique;
v2 = 0) et leptokurtique (y2 > 0).



Interprétations

» Les lois symétriques livrent y; = 0.

» Les lois normales livrent v = 0. Des distributions “a queues lourdes”
(72 > 0) prévoient plus d’observations extrémes que pour les lois nor-
males (2 variances égales).

» C’est un souci d’invariance qui explique la présence du dénominateur dans
les expressions de ~y; et v : quels que soient a € Rg etbe R, v ety ne
changent pas s’ils sont calculés sur a. X7 + b plutdt que sur X;.



Moments empiriques

Au niveau échantillon, les
sont respectivement les statistiques

- %iX[ et m, = %Z(Xz'*mll)r-
i=1 i

» Ils ne requicrent pas de condition de moments finis. . .

.. Mais de telles conditions permettent de garantir que ces moments
empiriques sont proches des moments population associés.

» En effet: si X; admet des moments finis d’ordre r sous Py, alors la loi forte
des grands nombres assure que, sous Py,

ZXZT 23 Bo[X7] = p.(0) quand n — oo.

i=1

3\'—‘



Moments empiriques (2)

Les équivalents empiriques de la moyenne et de la variance population sont

et la variance empirique

Les coefficients d’asymétrie et d’aplatissement de Fisher empiriques sont

ms My
3 St =3
My ma

respectivement.
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Loi échantillonnée

Soit le modele statistique paramétrique
(R”,B",P(”) _ {Pg’” 0ecOcC Rk}),

ou les mesures de probabilité P((,n) représentent les distributions possibles de
XM = (Xy,...,X,). Soit T(X (™)) une statistique a valeurs dans R".

Définition 10
La est la mesure de probabil-
ité définie par

Py B] = PV [T(x™) € Bl = Py [{=™ e R" : T(+™) € B}]

pour tout B dans la sigma-algebre de Borel B™ sur R™.



Exemple du bus

Soit X(™ = (X,..., X,), ol les X; sont i.i.d. Unif([0,0]), avec 6 € R .
Soit la statistique = max(Xy,...,X,).

Alors la loi échantillonnée de T'(X (™)) a pour fonction de répartition

F™ () = PV X <] =P[X) <a,...,X, <]

n 0 siz <0
= [[PolXi<al={ (%)" sio<z<9
=1 1 siz >0,
donc pour densité
n—1
(@) =0 <5 < 0]



Exemple €lectoral

Soit X(™ = (X,...,X,), ot les X; sont i.i.d. Bern(p), avec p € [0, 1].
Soit la statistique

Alors la loi échantillonnée de 7'(X (™)) est la loi binomiale de paramétres n et p
(Bin(n, p)).

Rappel : X ~ Bin(n,p) < P[X = k] = (Z)p’“(l —p)"F, pourk =0,...,n.



Exemple du verre de biere

Soit X =(X1,...,X,), ottles X; sonti.id. N(u,o?), avec (u,0%) € R x Ry,

Rappel : Soient X1 ~ N(u1,03) et Xo ~ N(uz,02) indépendantes. Alors,
X1+ Xo ~ N (1 + po, 07 + 03).

Donc

> laloi échantillonnée de 7'( X)) = 5" X, estlaloi N (nu, no?).
» La loi échantillonnée de 7'( X""/) = X = L5 ¥\ estlaloi N(u, %2)

n 2ai=1



Une remarque importante

Pouvoir calculer la distribution échantillonnée d’une statistique 7'(X (")) reste
exceptionnel. Dans les autres cas, on peut souvent

(i) déterminer les (ou certains) moments de la distribution échantillonnée.

(i1) déterminer la distribution échantillonnée asymptotique, c’est-a-dire la
limite en loi de la distribution échantillonnée exacte'.

!Dans 1a suite, le qualificatif “exact” sera relatif  une valeur fixée de n.



Exemple pour (i)

Soit le modgle statistique non paramétrique pour lequel I’observation X (") =
(X1,...,X,) regroupe des v.a. i.i.d. dont la loi commune est de fonction de
répartition F' et admet des moments finis d’ordre 2.

Soit la statistique 7'(X (™)) = X.

En posant y = Ep[X1] et 02 = Varp[X1],

1 < 1
et

n

- %Varp {;)Q] = ;;Varp[)ﬂ;] = %Zgz

i=1

On ne peut pas calculer la distribution échantillonnée (exacte) de T(X (™)),
mais on a pu calculer



Exemple pour (i1)

Pour le méme modele, le TCL livre directement que,

Ceci décrit completement la

sous ng).

En écrivant “~” pour “est approximativement de loi”, on a donc pour n grand

que v/n(X — p) ~ N(0,02) sous ng), ou encore que

2

X~ N, %)

n

sous ngb).
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Introduction

Le lemme de Fisher est un résultat classique, qui précise la distribution échan-
tillonnée (exacte) de la statistique

dans le modele d’échantillonnage paramétrique gaussien.
— 2
Nous savons déja que X ~ N (u, 2~ ). Il reste donc a déterminer

> la distribution échantillonnée de s2

» la structure de dépendance de X et s2.



Lemme de Fisher

Théoreme 11
Soient X4,...,X
(i) X ~N(u,

(i1) )15‘/(7‘ ~

> 2) i.i.d. de loi commune N (u,0?). Alors,

:'lqmﬁ
~— ‘\

(i) X et s sont indépendantes.



Variable aléatoire chi-carré

Soit k € Ny.

Définition 12

Lav.a. Q estde a k degrés de liberté (notation: Q ~ x3) < Qala
méme distribution que Zz L Z2, oules Z; sont i.i.d. de loi commune N(0,1).

On peut montrer que si Q ~ X, alors ) admet la densité

o) = =2 exp(—2/2) Ilz > 0]
x) = 2k/2f(§)x exp(—z x ,
ouT'(z) = [;°t*~! exp(—t) dt est la fonction Gamma d’Euler.

Exercice : Vérifier que E[Q] = k et Var[Q] = 2k.

Si Q1 ~ xj, et Q2 ~ xi, sont indépendantes, alors Q1 + Q2 ~ X} 1,
(pourquoi?)



Lemme de Fisher

Théoreme 13

Soient X1, ..., X, (n > 2) iid. de loi commune N(u,0?). Alors,
(i) X NN(Ma n )

(i) ns?/o? ~ 2,

(iii) X et 5% sont indépendantes.



Preuve du lemme de Fisher (1)

Preuve: posons

et

Donc il suffit de prouver que

2 2
> ns, ~ Xn-1

» 7 et s2 sont mutuellement indépendantes.



Preuve du lemme de Fisher (2)

Notons que Z(™ := (Z,,...,Z,) a des composantes i.
Donc la densité de Z(™) en (") = (21,..., 2,) est
(m) - . 1\ 10
20 )y = - - (7) —3 =
z = = = & .
) =1 I1( )= (5

Posons Y™ := 0Z®)_ ot O est une matrice n X n orthogonale.
Alors, pour tout borélien B de R",

/ ™) dy™ = Ply™ e B] = Pl0Z™ € B] = P[z™ € 07" B]
B

Donc = f? o , ce qui montre que Y () et Z(™) ont la méme distribution.
On conclut que Y™ = (Y7,...,Y;,) a des composantes i.i.d. A'(0, 1).

fy(")



Preuve du lemme de Fisher (3)
Fixons O de la forme 1
O - <

Alors

et
= ST 2P = T 222+ 27)
= (Z?:I ZZQ) - 2(2?:1 Zi)Z +nZ? = (Z?:l Z’L2) —nZ?

=12 = (VaZ) = [YPI? =Y = Y7+ Y

n

Et /7 = ﬁYl et s—) = %(YQ2 +...+ YnQ) sont mutuellement indépendantes. [l



Un corollaire du lemme de Fisher

Corollaire 14
Soient X1, ..., X, (n > 2) iid. de loi commune N'(u,o?). Alors

n—1(X —p)

~tn_1,

on s désigne la racine carrée de la variance empirique s>.



Variable aléatoire de Student

Soit k € Ny.
Définition 15
Lav.a. V est de (ou de loi t) a k degrés de liberté
(notation: 'V ~ t) <V a la méme distribution que
Z
NaG

onZ ~N(0,1) et Q ~ X% sont indépendantes.

On peut montrer que si V' ~ ¢, alors V admet la densité

rsh) (), et A
Vi 2 L
f(z) = NSy (1+ k) pour tout z € R.

~ Si V' ~ t1 (loi de Cauchy), f¥ (x) = 1/{n(1 + x2)} pour tout = € R.



Variable aléatoire de Student (2)

Les queues de la loi ¢; sont donc d’autant plus lourdes que & est petit,
ce qui implique I’inexistence de certains moments.

1(x)
)
o)

Figure 4: (De gauche a droite:) fonctions de densité de v.a. 1, t5 et N'(0, 1)

Exercice : V' ~ t; ades moments finis d’ordre r < r < k (~si V ~ tq, alors V'
n’admet pas de moment fini d’ordre 1, et on ne peut donc pas parler de E[V]!)

Exercice : Si V}, ~ t;, alors Vj, A N(0,1) quand k — oo.



Résumé du chapitre

> Expressions population >< expressions empiriques
» Notions de fonction de répartition, moments et quantiles
» Lois échantillonnées (exactes et asymptotiques)

» Lemme de Fisher
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