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Introduction

Soit le modele statistique paramétrique
(R",B",P(”) - {Pg’” heocC Rk}>,

ou les mesures de probabilité Pé“) représentent les distributions possibles de

XM = (X1,...,X,).

Définition 1
Soit g : © — R™ une fonction mesurable.
Un T(X™) de g(0) est une statistique & valeurs dans g(©).

Dans le cas g(6) = 6, on écrira parfois 6 plutot que 7'(X (™).



Exemples d’estimateurs

Exemple électoral : soit X (") = (X1,...,Xy), oules X; sont i.i.d. Bern(p),
oufd=peO©=[0,1] CR.

Un estimateur naturel de p est T(X (™) = X = IS X
De méme, un estimateur naturel de g(p) = 3p? + L est T(X (™) = 3X2 + 1.

Exemple du verre de biére : soit X (") = (X1,...,X,), ot les X; sont i.i.d.
N(p, %), 0060 = (j1,0?) estun élement de © = R x R} C R2.

L’estimateur le plus classique de 6,

T(x) = ( X )

est celui qui apparait dans le lemme de Fisher.



Parametres d’intérét et de nuisance

La fonction g permet aussi de restreindre le probleme d’estimation a
certaines composantes de 6 seulement.

Dans I’exemple du verre de biere, la fonction g(8) = g(u, 0?) = p mene
a I’estimation de la composante ;. de 6. Dans ce cas, on dira que

> pestle , et

> o2estle



Estimateurs

Pour un probleme d’estimation donné, il existe plusieurs estimateurs!

Exemple du bus :

Soit X = (Xy,..., X,,), ol les X; sont i.i.d. Unif([0, 6]), avec § € © = R
Les statistiques

X(n), QX, (n+1)X(1), X(1)+X(n), et 2X;

constituent toutes des estimateurs de 6.

En fait, la classe de tous les estimateurs possibles est en général gigantesque
(tous les coups sont permis!)



Objectifs du chapitre

~» Ce chapitre cherche a répondre aux questions suivantes :

» Comment comparer deux estimateurs?

» Quelles propriétés un “bon” estimateur doit-il avoir?
» Y a-t-il une limite a la précision d’un estimateur?
>

Comment construire un estimateur atteignant la limite de précision?
(si elle existe)

» Comment construire de facon “systématique” des estimateurs?
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T(X™) vs T (™)

Soit T'(X (™)) un estimateur de g(6).

Les données observées prennent la forme d’un n-uple (™) = (z1,...,z,), ce
qui livre lestimation T'(x")) de g(8), laquelle est une valeur fixée dans g(©).

V
A

est , donc a une dis-
tribution échantillonnée. C’est sur celle-ci qu’on fondera les criteres d’estimation.



Situation idéale

Lestimateur 7'(X (")) idéal estime g(6) sans erreur, et ce, quel que soit 6:
voeo, PYT(X™)=g(0)]=1

(V6 € O, sa distribution échantillonnée est donc dégénérée en g(f) sous Pé")).

C’est tout a fait irréaliste!

Mais on peut espérer qu’
Ceci mene au concept suivant. . .



Estimateurs convergents

Définition 2
Considérons un modele statistique paramétrique et soit g : © — R™ mesurable.
Soit T(X ™) un estimateur de (). Alors

(i) T(X™) est (pour g(9))
&V o, T(XM) gg(@) sous Pén) quand n — 0o
(i) T(X ™) est (pour ¢(0))

eV e 0, T(XM™)23 4(0) sous Pén) quand n — .

Ces convergences doivent tenir V0 € O!

Typiquement, I’estimateur trivial T(X (™) = ¢(6y), avec 6y € © fixé, ne satis-
fera ces convergences qu’en la valeur .



Exemple du verre de biere : convergence de X et s°

Dans le modele d’échantillonnage paramétrique gaussien, i = X =
est fortement convergent pour u (par la loi forte des grands nombres).

V:\'—'
s
I
>

Lestimateur 62 = s> = 3" (X; — X)? de o2 est également fortement
convergent, puisque

1 n
Tt



Exemple du verre de biere : convergence de X et s°

Dans le modele d’échantillonnage paramétrique gaussien, i = X = % . ¢
est fortement convergent pour u (par la loi forte des grands nombres

~—~

Lestimateur 62 = s> = 3" (X; — X)? de o2 est également fortement

convergent, puisque



Exemple du bus : convergence de 2.X

Dans le modele d’échantillonnage paramétrique uniforme, la loi forte des grands

nombres implique que, sous Pén),

2X "3 2Eg[X1] =2x & =0 quandn — oo.

L’estimateur 2X de 6 est donc fortement convergent.

Dans ces deux exemples, les estimateurs sont aussi faiblement convergents
. .S. P
(puisque 23 = o).



Exemple du bus : convergence de X,

Parfois, il faut recourir a la définition pour établir (ou écarter) la convergence.

Exemple : considérons I’estimateur X,y de 6 dans I’exemple du bus.
Pour tout § > 0 et tout € > 0,

PU | Xy — 0] > €] = PYV[X(ny < 0—e] + Py [X(ny > 0+
— F, " (0—¢)+0

B (55 si0<e<d
B 0 sie >0

— 0
quand n — oco. Donc X, est faiblement convergent pour 6.

Exercice : montrer que "THX (n) €st aussi faiblement convergent pour 6.



Exemple du bus : convergence de (n + 1) X(y)

Dans I’exemple du bus, considérons I’estimateur de 6.
Sous Pé”), sa fonction de répartition est donnée par

(") n n
FI™ (z) = Pé Nn+1)Xa) <a]=1-PY (X > 2]

n+1
— I PolXs > 8] = 1— (1 - F0 (5%9)"
0 siz <0
=9 1= (1 gfg)” si0<z<(n+1)f
1 siz > (n+1)0.

Par la regle de L’Hospital, on obtient que, pour tout § > 0,
Vo € R, FG( )( )= (1 —e®/%I[z >0] quandn — oco.

Donc sous Pé”), g 5 Exp(#), la loi exponentielle de moyenne 6.
Par suite, 0"") n’est pas faiblement convergent pour € (pourquoi?)



Remarque sur la convergence

Ceci permet d’écarter des estimateurs de la forme T'( X, ..., X,) qui,
indépendamment de n, n’utilisent qu’un nombre fixé r d’observations, comme

=X+ X
dans I’exemple du bus.

Des estimateurs utilisant toutes les observations et a priori raisonnables, comme
(on le verra)
0= (n + 1)X(1)

(toujours dans I’exemple du bus), sont également écartés grice a ce critere.



Estimateurs exhaustifs : introduction

Soit le modele statistique paramétrique
(R, 8", P = {P{V 0 c © CR}).
Un estimateur qui, indépendamment de n, n’utilise qu’un nombre fixé r d’observa-

tions ne fait pas usage de toute I’information pertinente sur # qui réside dans X (")
et ne peut pas étre convergent.



Estimateurs exhaustifs : définition

Dans un modele statistique paramétrique, considérons une statistique 7'(X (”)).
Notons 7™ I’ensemble de ses valeurs possibles.

Définition 3
T(X ™) est & pour tout B € B" et pour tout t € T,
PIVX™ e B|T(X™) =1

ne dépend pas de 6.



Estimateurs exhaustifs : interprétation

Il existe toujours B € B" tel que Pé") [X(™ ¢ B] dépend de 6
~~ Le fait de savoir si I’événement [X (™) € B] s’est réalisé ou pas donne de
I’information sur 6.

Mais une fois donnée I’information qu’une statistique exhaustive 7(X (")) a pris
la valeur ¢, les probabilités des événements [X ™) € B] ne dépendent plus de 6.
~> Savoir si [X () ¢ B s’est réalisé ou pas n’apporte plus d’information sur 6.

Autrement dit,



Exemple trivial

En effet: pour tout B € B" et pour toute valeur possible (™ de X (™),
PIMX™ e B| X = z(™] = 1[z™ € B],
qui ne dépend pas de 6.

Mais, clairement, le concept d’exhaustivité n’aura d’intérét que quand 7'(X (™))
n’est pas en bijection avec X ().



Statistique exhaustive : exemple électoral

Un exemple non trivial:

Soit X(™ = (Xy,...,X,), ot les X; sont i.i.d. Bern(p), ot p € [0,1] C R.
Alors, la statistique T'(X (™) = 37" | X; est exhaustive.



Statistique exhaustive

Il n’est que trés rarement possible d’utiliser la définition d’exhaustivité pour
déterminer si une statistique est exhaustive ou non, ce qui rend utile la condition
nécessaire et suffisante (CNS) d’exhaustivité que nous allons présenter.

Cette CNS utilise le concept de



Fonction de vraisemblance

Soit un modgle statistique paramétrique. Soit (™) € R” fixé.

Définition 4
Si, pour tout 0 € ©, la loi Pé") de X est discreéte (respectivement, continue),
alors la est

L(TL)(CE(”)): 0 — R
0 — LM (@M) =PIIX™ = (V]
n (m) n
(resp. 0 — L§ (™) = 57 (2™)),

ol 9X(”) () est la densité de X ™ sous P((,n).



Fonction de vraisemblance : le cas d’échantillonnage

Pour un modele d’échantillonnage paramétrique,

L(Q")(:z:(")) = Pé") (XM =z = H Pp[X1 = z;] dans le cas discret
i=1

et

L(n)( e fX(n) ) H x;) dans le cas continu.

Intuitivement, plus la valeur de Lé") (2(™)) est grande, plus la loi P(,(”)

adéquation avec I’observation (™) qui a été faite.

esten



Fonction de vraisemblance : exemple électoral

Soit le vecteur aléatoire X (™) = (X1,...,Xn), ot les X; sont i.i.d.
ol § =p e O =10,1] C R. La fonction de vraisemblance est

L}()n)(x(n)) —

<.
Il 3
-

Il
—
——
——

.
Il
_

= p2?=1 Fi(l - p)"‘zz;l Tillxy, ..., 2, € {0,1}].



Fonction de vraisemblance : I’exemple du verre de bicre

Soit X = (Xy,...,X,), ot les X; sont i.i.d. ,ou 0 = (pu,0?)
appartient 1 © = R x RY C R2. La fonction de vraisemblance est

-

Ly (") =
1

I |

.
Il

<

1
V2ro

I
/N

)" exp (= ks iy i — )?).



Critere d’exhaustivité

Théoreéme 5 (critere de factorisation de Neyman—Fisher)

Soit un modele statistique paramétrique. La statistique T'(X (”)) est exhaustive
pour tout 0 € O, la vraisemblance L(gn) se factorise sous la forme
Ly (X)) = go(T(X ) (X ™) P pis,

au sens ol Pé") [{z(™ Lén) (™) = go(T (™)) h(x™)}] = 1.



Critere de factorisation : I’exemple électoral

Soit X(™ = (X1,...,X,), ot les X; sont i.i.d. Bern(p), o § = p € © =
[0,1] C R. La fonction de vraisemblance se factorise en

LOY (@) = pEimi®i(1 = p)» Bl @ x Iy, 2, € {0,1}],

gp (22711 @) h(z(™)

ce qui montre que 7'(X (™) = > | X, est exhaustive.

Remarque : Il découle du critére de factorisation que, si 7'(X (™)) est exhaustive
et H est une bijection, alors H (T'(X (™)) est aussi exhaustive.

En particulier, 7'(X (")) = X (") est aussi exhaustive ci-dessus.



Critere de factorisation : I’exemple du verre de biere

Soit X" = (X1,...,X,,), ou les X; sont i.i.d. N(u,02), ou 0 = (u,0?)
appartient 2 © = R x ]R(J{ C RR?. La fonction de vraisemblance se réécrit

1
V2o

1 n 2
= ( ) exp (—5mz Yorq @2+ A 300w — B) x \1,./

V2ro ha)
"o
g(“'02)<( Z;L_l ? ))
D T

X, X
Donc T(X (™) = ( %{1 X; ) et T(X(™) = < jg ) sont exhaustives.
=1

LY (z™) = ( )nexp (=g Xy (i — 1)?)




Critere de factorisation : I’exemple du bus

Soit X" = (X,...,X,,), ot les X; sonti.id. ,ouf €O =R,

Alors la fonction de vraisemblance est

e =TT o0 =114 }

1
:e—nﬂ[ogxl, Ty < 0]
1
= 07]1[0 STy, Tm) S 0]
1
= gallz@ 2 0.2 < 0]
1

gnllza) 2 0z < 6.



Critere de factorisation : I’exemple du bus (2)

La factorisation

n 1
LS (@) = g0 S @@y mm) < 0] x h(1< g

90 (T (1)s--:T(n))
montre que (X ™) = (X(y), ..., X(y,)) est exhaustive. Par ailleurs,
L (@) = L > 0)l[z(n < 6] x _1
o (@)=l 2 Oz < 6] x 1
h(z(m))

96(T(1),Z(n))
indique que

est encore une statistique exhaustive.



Statistique exhaustive minimale

En fait, puisque

n) (. (n 1
L§" (™) = e < 6 x Ieq) 2 0,

S
96 (T(n))

h(z(m)
T(X ™) = X, est aussi une statistique exhaustive.

En fait, T'(X (™) = X, est une statistique exhaustive minimale.

Définition 6

Une statistique exhaustive T'(X (”)) est Ssi, pour toute autre statistique
exhaustive S(X (™), il existe une fonction { telle que T(X (™) = £(S(X(™)).



Estimateur sans biais

Dans 1’exemple du bus, I"estimateur 7(X (")) = X (n) SOUs-estime toujours 6
Pé”) [T(X™) < 6] =1 pourtout € O,
ce qui, bien siir, implique une sous-estimation en moyenne: E(g") [T(X™)] < 6.

Définition 7

Dans un modeéle statistique paramétrique, (i) Iestimateur T(X ™)) de g(6) est
(ou ) si et seulement si, pour tout 6 € O,

ESV[T(X™)]=g(6).

(ii) L’estimateur T(X ™)) de g(0) est (ou
) si et seulement si, pour tout € O,

Eé") [T(X™)] = g(0) quand n — .



Biais : ’exemple du bus

Dans I’exemple du bus,

“+oo (4 n—1
:/ x GX(")(x)dx:/o xxmzn dz

n [k 9_ nf
S n+1

o n+l1
de sorte que I’estimateur X,y de 0 est effectivement biaisé.
Par contre,

quand n — o0,

ce qui montre que cet estimateur est asymptotiquement non biaisé.



Biais : ’exemple du bus

Il est possible de “débiaiser” 1’estimateur en le remplacant par

T(X™) = Xn)-

Exercices : vérifier que 2.X, Xy + Xy, (n+1)X/i,i=1,...,n, sont des
estimateurs sans biais de 6.

En particulier, I’estimateur (n 4 1) X ;) de 0 est sans biais. .. Bien qu’il ne soit
pas faiblement convergent!



Biais d’un estimateur

Définition 8
(n)

Le d’un estimateur T(X ™)) de g(0), sous Py, est le réel

by (T(X ™)) = E{VT(X™)] — g(8).

Lestimateur 7'(X (™)) de g(f) est sans biais < bé") = 0 pour tout § € ©

Il est asymptotiquement sans biais < bé") — 0 pour tout § € ©.

Dans I’exemple du bus, le biais de X (n) €N 0 vaut

0 0
by (X)) = BglX ()] — 0= = — 0=~




Biais: exemple du verre de bicre
Soit X = (X1,...,X,), ot les X; sont i.i.d. N(u,02), ou 0 = (u,0?)

appartienta © = R x R} C R2.

Pour g(f) = j, I’estimateur X est sans biais. Pour g(f) = o2, I’estimateur s>

vérifie
1 1 & _ (1 _
Iy <ZX§>2X(ZXi>+X2
=1 =1
= (lzn:x?) - X?
n 4 v '
i=1
Ceci livre

E{V[s?] = BYV[X?] - BYV[X?]

= (02—1—/12)—(%24-#2) :M.

n



Estimateur non biaisé de o2

Le biais de s en 6 = (1, 0?) est donc

— 12 2
b = EV[s?] - o? = % — o2 = 7% (< 0)-

Donc s? est un estimateur biaisé, mais asymptotiquement sans biais.

Clairement, I’estimateur

n
gdef 1 o 1 X2
S = — _n—lg(Xl_X)
i=1

n —

est sans biais pour 2.



Transformations non affines

Considérons I’estimation de o = v/ o2 dans I’exemple du verre de biére.
Un estimateur naturel est 7(X (™)) = S = /52, Cet estimateur vérifie

n n)r o n 2 n 2
0 < Varg”[S] = B (5] - (E{"[S])" = o” - (E{”[S])",
ce qui livre (E((,n) [SD2 < 02, donc aussi E")[S] < 0.
~~ S est un estimateur biaisé de o

Remarque : par contre, le non-biais résiste aux transformations affines.



Existence d’un estimateur sans biais

Soit le probléme de I’estimation de g(p) = p* dans I’exemple électoral fondé
sur une unique observation X de loi Bern(p),ou§ =p € © =[0,1] C R.

Un estimateur 7'(X ) de p? est non biaisé si et seulement si
P’ =Ep[T(X1)] = T(1)p + T(0)(1 - p)

pour tout p € [0,1]. Quels que soient 7'(0) et T'(1), cette équation a au plus
deux solutions. Il n’existe donc pas d’estimateur sans biais!



Erreur quadratique moyenne

La propriété de non-biais, seule, est loin d’étre suffisante pour qu’un estimateur
soit satisfaisant (un estimateur sans biais peut ne pas étre convergent!)

Un estimateur sera d’autant plus satisfaisant qu’il fournit, en moyenne, une
erreur d’estimation petite. . .

Définition 9
Soient un modele statistique paramétrique et une fonction mesurable g : © — R.
L de Uestimateur T(X ™) de g(8), sous Pé"), est

MSEGY(T(X )] = B [(T(X™) ~ 9(6))7].

En anglais, on parle de mean squared error, ce qui explique la notation.



Décomposition du MSE

Le MSE se décompose en termes de biais et de variance:

= E{V[(0(X™) - (6))?]

(B [T(X™) = g(0)))° + Varg [T(X ™) — g(0)]
= (BV[T(X )] = g(6))” + Vary” [T(X )]

(b (T(X™)))? + Varg [1T(X ).

C’est cette décomposition qui fait qu’on préfere souvent le MSE a d’autres
mesures de précision, comme par exemple 1’erreur absolue moyenne

MAEY” = E{Y[IT(X™) - g(6)]]

(MAE tient ici pour mean absolute error).



Lien avec la convergence faible

Si

> T(X (™) est asymptotiquement sans biais pour g(6)
> Varg[T(X(™)] — 0 pour tout 6,

alors
En effet, la décomposition ci-dessus implique alors que, pour tout 6,
ESY[(T(X™) = g(6))?] — 0 quand n — oo,

ce qui établit que 7'(X (™) L g(0) sous Pé"), donc aussi que 7'(X (™) 5 g(0)
sous Pén) (pour tout 6).



Biais vs Variance

Low Variance

High Bias

Low Bias

High Variance

44



Comparaison d’estimateurs: exemple du bus

Le MSE permet de réaliser un arbitrage entre (i) minimisation du biais et
(i) minimisation de la variance, deux objectifs souvent antagonistes.

Dans I’exemple du bus, on vérifie que les estimateurs de 6

T(X™) =Xy et To(X™) =

satisfont

202 62

(n) n)y] —
MSE, LX) = 59  nn s 2)

= MSEJV[T5(X )]

pour tout § € ©.

Ceci tient pour tout n fixé (et I’inégalité est stricte pour n > 2)



Comparaison d’estimateurs: exemple du verre de biere

Dans I’exemple du verre de biere, on vérifie que les estimateurs de o2
TX™M) =52 et Tp(X™) =52

satisfont

2n — 1)o* 204
(2n )0’<U

5 = MSE" [T3(X™)]

MSEJ" T3 (X ™)) =

n n—1

pour tout § € © (pour tout n > 2).



Comparaison générale

Comparer des estimateurs 77 (X (")) et T5(X (™)) en termes de MSE ne peut se
faire de facon conclusive que si MSE;") [Ty (X (™)) < MSE;") [To(X (™)) ou
MSEV[T3 (X )] 2 MSE” [T5(X )]

mse()
mse®
el

|~

0 ’ 7 o

Figure 1: Courbes des MSE dans I’exemple du bus (gauche) et du verre de biere (milieu).
A droite, un cas dans lequel aucun des deux estimateurs ne serait “meilleur” que I’autre.



Estimateur a erreur quadratique minimale

Définition 10

Soient un modele statistique paramétrique et une fonction mesurable g : © — R.
Soit C une classe d’estimateurs de g(0). Alors T, (X(”)) est a
si et seulement si

1. T, (X™) eC, et
2. pour tout T(X™) € C,

MSE((an) [T.(x™)] < MSE((;L) [T(X™))] pour tout 6 € ©.

Remarque : ci-dessus, les MSE sont relatifs a I’estimation de ¢(6)
(MSE" [T(X ™)) = B (T(X ™) — 9(0))?)



Principe du non-biais

Pourquoi se restreindre a une classe C d’estimateurs?

Soit T, (X (™)) a erreur quadratique minimum
Fixons 6y € © arbitrairement et posons Ty, (z(™)) = g(f) pour tout (™). Alors

0 < ESV[(TL(X™) — g(60))?] < BV [(Thy (X™) — g(60))?]
— E{”[(9(60) — 9(60))?]

=0,

ce qui implique que 7, (X™) = g(6;) P((,Z)-p.s. Puisque 6 est arbitraire, on
doit avoir T, (X (™) = ¢() P( )—p.s. VO € O, ce qui est impossible.

Le préconise de se restreindre a la classe C des estimateurs
sans biais pour g(6).



Moments de vecteurs aléatoires

Soit
Zy
7 = :
Zq
un vecteur aléatoire 2 valeurs dans R?.
SiE[|Z,|] < copourtoutr =1,...,d,le de Z est

Mz =

On vérifiera directement que pour toute matrice m x d et tout m-vecteur b,

E[AZ + b] = AE[Z] + b.



Moments de vecteurs aléatoires

SiE[Z2] < co pour toutr = 1,...,d, la

Yz =

Var[Z] Cov|[Z1, Zs]
COV[Zl, Zg] VaI‘[ZQ]

Cov[Z1, Z4) Cov|Zs, Z4)

On vérifiera facilement que
Var[AZ + b] = AVar[Z]A'

pour toute matrice m X d et tout m-vecteur b.

de Z est

Cov|[Z1, Z4)
Cov|[Zs, Z4]

Var[Zd]



Moments de vecteurs aléatoires

Cette matrice est bien entendu . Elle est aussi
puisque, pour tout d-vecteur v, on a

0 < Var[v'Z] = v'Var[Z](v) = 0" z0.

Par ailleurs, la matrice de variance-covariance se réécrit
= Var[Z] = E((Z — pz)(Z — pz)']
=EB[ZZ' — Zply — pzZ' + pzily]

= E[Z2Z'] - E[Z|uy — pz(B[Z]) + pzply



Moments de vecteurs aléatoires

Enfin, si
Y Zy
Y = et 7= :
Y, Zq
admettent des matrices de variance-covariance, alors

CovlY, Z] def E[(Y — uy)(Z — pz)']

COV[le7 Zl] COV[Yl, 22] . COV[Y&7 Zd]

Cov[Ya, Z1] Cov[Ys, Z3] ... Cov|[Ya, Z4)

Cov|Y,, Z1] CovlY,,Zs] ... Cov|[Y,, Z4]
est . On vérifiera facilement que

» Cov[Z,Y] = (Cov[Y, Z])

> CovlY, Z] =E[Y Z'] — py p'y

> Cov[A1Y + by, A2 Z 4+ by] = A1 Covl[Y, Z] A} pour toutes matrices Ay, Ay
et vecteurs by, bo de dimensions compatibles.



Erreur quadratique moyenne multivariée

Définition 11

Soient un modele statistique paramétrique et g : © — R mesurable. Alors
I , sous Pé"), de Uestimateur T(X ™) de g(8) est

MSEY” [T(X™)] = EJ” [(T(X™) — g(0))(T(X™) — g(8))".

Le MSE est une matrice réelle m x m.

On pourra comparer deux MSE matriciels au moyen de 1’ordre induit par les
matrices semi-définies positives: on dira que

A<B

si et seulement si B — A > 0, au sens ou B — A est semi-définie positive.



Estimateur a erreur quadratique minimale (version
multivariée)

Définition 12

Soient un modeéle statistique paramétrique et g : © — R mesurable. Soit C
une classe d’estimateurs de (). Alors T,.(X ™) est & erreur quadratique min-
imum dans C si et seulement si

1. T,(X™) € Cet
2. pour tout T(X™) € C,

MSEg,") [T, (X)) < MSEé") [T(X™)] pour tout 6 € ©.



Lien entre multivarié et univarié

Supp()s(ms que 17 (/\’ (n)) domine 75(X (")) en termes de MSE multivarié:
(\[%E Ty (X )] — MSEE}”) [Ty (X™)])v > 0 pour tout m-vecteur v.

Puisque
VMSEY” [T(XM)]o = EJY [0/ (T(X™) — g(0))(T(X™) — 9(6))'v]
EY {0 (T(X™) — (6))}?]

ESY {0 T(X™) —o'g(6)}?]

= MSE{" [v'T(X™))],

ol le dernier MSE est relatif a I’estimation de v’g(6), on a donc
MSE{" [/ Ty(X ™)) > MSEJ” [Ty (X )]

(domination scalaire de v'Ty (X ™)) sur v'T (X (™)) pour tout m-vecteur v!



Modele régulier

Définition 13

Soit un modele statistique paramétrique et soit Lén)(-) sa fonction de vraisem-
blance. Ce modéle est & les hypothéses suivantes sont satisfaites :

(H1) © estouvert.
(H2) X = {z(") ¢ R": Lén) (™) > 0} ne dépend pas de .
(H3) Pour tout ™) € X, la fonction 6 L((,”) (")) est différentiable sur ©.

(H4) L’expression fxw L(gn) () dz(™) est dérivable sous le signe, au sens on

v / LYY (@) da™ = / VoL (™) da™.
X (n) X (n)
(HS5) Pour tout 0 € ©, la matrice réelle k X k

QIO / Voln LY (@) (Vo In LS () LS (&) da™)
X (n)

une matrice kX k

existe, est finie et est inversible.



Remarques

» La définition est dans le cas continu. Le cas discret est similaire.

» L’hypothese (H2) écarte I’exemple du modele d’échantillonnage uniforme,
pour lequel le support de la vraisemblance Lé") (+) est

Xe(") =10,0] x [0,0] x ... x[0,0] (nfois),
donc dépend de 6.

» 1l découle de (H4) que

E(gn) [Ve n Lén) (X(n))] _ /( ) (Ve In L((;l) (l,(n))) Lén)(x(n)) dz™
X n

= VoL (™) da™ = v, / LY (&™) da™ = 0.
X (n) x(n)



Information de Fisher

En (HS), I’ , 1) (0), se réécrit donc
1™(9) = B [Veln LY (X™)(VeIn LTV (X))
— Vary"[VeIn L (X )],
Dans un modele d’échantillonnage paramétrique,
1™(9) = Var(™ [vg m ]2y x) ] — Var}" {ng In L{V (X ]
i=1

= 3" Vary" [VoIn L§V (X;)] = nVary” [VeIn L5 (X1)]
i=1

= 711(1)(9).



Information de Fisher : interprétation

k=1et (ce qui est incompatible avec (HS)).
Puisqu’on a alors
Voln LiW(X™) =0 P{"-ps.,
on a aussi

VoL (X™)y =0 P ps.

Par conséquent, la fonction de vraisemblance 6 — Lén)(m(”)) est constante
(presque partout en z(™ pour tout #), ce qui implique que les probabilités

PV [X™ e B] = /B LS @™y da™, BeB",

ne dépendent pas de 6.
(X™) ne porte pas d’information sur 6).



Information de Fisher : exemple

Soit X(™) = (X,...,X,,), ot les X; sontii.d. N'(u,03), avec 1 € R (67 connu).

Puisque
LY(@) = ——g exp (oo — 1)),
Varag TP\ 203
ona

ce qui donne

d 1
I () = Var#[d— 1nL<1>(X1)} = Var,, [02

(Xl—m] o Var, [X] =
0

donc
=nIM(p)

Ici, ne dépend pas de y et est décroissante en 3.



Estimateur régulier

Définition 14

Soit un modeéle statistique paramétrique et notons Lén) (+) sa fonction de vrai-
semblance. Soit T(X ™)) un estimateur de g(f), oit g : © — R™ est mesurable.
Cet estimateur est & les hypotheses suivantes sont satisfaites :

(H1) E((,n) [|T(X™)||?] existe et est finie pour tout 6 € ©.
(H2) L’expression

def n n n n n n
v L EPOIEO) = [ 7))
est dérivable sous le signe, au sens ou

2 / T () LI (2™ da™) = / T () VoL (™)) da™).
X (n) X (n)



Borne de Cramér—Rao

Théoréme 15 (Borne de Cramér—Rao)

Soit un modéle statistique paramétrique régulier. Soit T'(X (")) un estimateur
régulier de g(0), oit g : © — R™ est mesurable. Alors, pour tout 0 € ©,

— B [(T(X™) = g(0)(T(X™) = g(6))]

)

ot Ag = (gf;? (0))i=1,....m, j=1,....k est la matrice jacobienne de 1(-) et ot “>"
J
est [’ordre associé aux matrices semi-définies positives.

Preuve: au tableau.



RééEcriture

Si g(#) = 6 et si I’estimateur T'(X (™)) de 6 est sans biais (1(8) = g(#) = ),
alors la borne de Cramér—Rao prend la forme

(1™ (@)~

plus grande est I’information, meilleure est la précision d’un estimateur optimal.

Dans un modele d’échantillonnage, la borne de Cramér—Rao se réécrit
1 (1) g\ —1 A7
-~ Ag(1(0)) " Ag.

La MSE d’un estimateur (régulier) tend vers 0 a la vitesse % au mieux.



Estimateur efficace

Définition 16

Soit un modéle statistique paramétrique régulier. Soit T'(X (”)) un estimateur
régulier de g(0), oit g : © — R™ est mesurable. L’estimateur T(X™)) est
pour g(0) si et seulement si

MSEQ”[T(X™)] = Ag(10(6)) 7' A
pour tout 0 € ©.

La preuve du théoréme précédent révele que ceci a lieu si et seulement si

L) = g(), et
2. Var(gn) [T(X™)] = Ag(I™(0))~* Al pour tout § € ©.



Estimateur efficace

Un estimateur ne peut donc étre efficace que pour I’estimation de g(6) = ¥ (9)
(~~ le non-biais est une condition nécessaire d’efficacité!)

Définition 17

Soit un modeéle statistique paramétrique régulier. Soit T(X ™)) un estimateur
régulier de g(f), oit g : © — R™ est mesurable. L’estimateur T(X ™) est
efficace (automatiquement pour sa moyenne 1(0)) si et seulement si

Var§" [T(X™)] = Ag (1™ (0)) ' A

pour tout 0 € ©.



Estimateur efficace: exemple du verre de biere

Soit X = (X,...,X,,), ot les X; sont i.i.d. N'(11,02), avec j1 € R (62 connu).

Puisque

n
—
90

10 (n) =

un estimateur 7'(X (™)) sans biais de y est efficace si

1) ()

Puisque ceci est la variance de 1’estimateur sans biais X, celui-ci est efficace!



Estimateur efficace: exemple électoral

Soit X = (X,...,X,), ot les X; sont i.i.d. Bern(p), avec p € (0, 1).
Puisque L{" (z) = p*(1 — p)' %, on a
z 1—x T 1

d d
o InL,(z) = dp {x(lnp)Jr(l—x) ln(lfp)} - p 1—p - p(l—p) 1—p’

ce qui donne

] )

1 1
= 5 ———5 Var, | Xi|= ——p(l—-p
P —pe = e )
Un estimateur T'(X (™)) sans biais de p est donc efficace si

1
~IM(p)  nIW(p)

Puisque ceci est la variance de 1’estimateur sans biais X, celui-ci est efficace!



Critere d’efficacité

Nous concluons avec les deux résultats suivants.

Théoreme 18 (Critere d’efficacité, dans le cas ou m = k)

S’il existe une matrice A(0) de rang maximal et une fonction ¢(0) telles que
Voln Z§" (X™) = A@6)(T(X™) = 6(9))  Fy"-p.s.

pour tout 0, alors T(X ™) est efficace pour 1(0) = Eo[T(X™)] (en fait, il
s’agit d’'un “si et seulement si”). Dans ce cas, on a

(@) ¢(0) =(0),

(i6)  Varg [T(X™)] = Ag(A'(0)) "

(iii) I (0) = A(0)Ag

pour tout 6.



Expression alternative pour I’information de Fisher

On verra que, si la vraisemblance est C? en un paramétre scalaire 6, alors

Sif € © C R*, ceci se généralise en (I(")(O))ij = _E[ae?gej In L (X ™).

Dans I’exemple du verre de biere,
2

d (d d (1 1
gz L (%) = d(dlnL/(})(Xl)> - du<2(X1 —m) =

INT

ce qui livre bien 1M (1) = —E[Uld—:2 In L (X1)] = %.
0



Contenu du chapitre

Méthodes d’estimation



Introduction

En pratique, personne ne fournit des estimateurs a évaluer sur la base des criteres
ci-dessus. Il nous faut donc

Dans cette section, on présente deux méthodes générales:

1. la méthode des moments

2. la méthode du maximum de vraisemblance



Méthode des moments

Soit un modele statistique d’échantillonnage paramétrique
(R 8", P = {P(V 00 CR'Y}),
ol les mesures de probabilité Pén) représentent les distributions possibles de
XM = (X1,...,X,).
La suppose que la fonction
M:0 — M(O)

14 (0)
0 : :
1 (6)

est bien définie et inversible (pour rappel, y..(0) = Eo[XT]).



Méthode des moments

La méthode des moments consiste 2 considérer 1’estimateur 7'(X (™)) qui est la
solution en # du systeme

pa(0) = my

pi(0) = m,
ot m, = % o7, XI. Lhypothese d’inversibilité assure I’existence d’une so-
lution unique, pour autant que (m/}, ..., m}) € M(O).



Méthode des moments : exemple du verre de bicre

Soit X" = (Xy,...,X,), avec X1,..., X, i.id. N(y, 0?), ot 8 = (u,0?)
appartient 3 © = R x R{ C R2. Puisque

pi(0) = Eg[Xa] = p
15(0) = Eg[X7] = 0 + p?,
I’estimateur 7'(X (™)) des moments de 6 est la solution en 6 du systéme
{ H= % Y1 Xi
o’ + P = %Z?:lez'

Ceci livre

B ( (iZ?_l))(ff) - X2 )



Méthode des moments : exemple électoral

Soit X = (X1,...,X,), avec X1,..., X, iid. Bern(p), ot § = p appar-
tienta ® = [0,1] C R.

Puisque 1/} (p) = E,[X;1] = p, 'estimateur (X (™)) des moments de p est la
solution en p de I’équation
1 n
p=_-> X
i=1

Il s’agit donc de I’estimateur



Méthode des moments : exemple du bus

Soit X(™ = (X,...,X,), avec X1,..., X,, iid. Unif([0,6]), 0t 6 € © = R{.

Comme 1/ (0) = Eg[X;1] = 4, I'estimateur 7'(X ™)) des moments de 0 est la
solution en € de I’équation

0 1

Z=-5"x,.

2 n ;

Ceci livre

Remarque : puisqu’on a vu que MSEé") (X))l = O(#) quand n — oo et que
2

n) (o % n) (0 4 0
MSE{"” [2X] = Vary [2X] + 0% = ~Varo[X1] = o,

I’estimateur des moments 2X ne peut pas étre 4 erreur quadratique minimum
pour n grand.



Méthode des moments : convergence

Fixons § € © arbitrairement. Sous I’hypotheése de moments finis d’ordre k, la
loi forte des grands nombres assure que 7/, 2% 1. (0) sous P((,”), r=1,... k.

!

Si la fonction réciproque de § — M(0) = (p1(0),. .., 1, (0)) est continue, il
en découle que, sous Pén),

T(X™Yy = MY/, ... om)) 23 MY, (0), ..., 1, (0)) = 6.

Donc les estimateurs des moments sont

Mais il n’y a aucune garantie qu’ils soient efficaces ou a erreur quadratique
minimum, pas méme asymptotiquement (voir le slide précédent).



Méthode du maximum de vraisemblance

Considérons le modele statistique paramétrique
(R”,B",P(") = {Pén) 10O C R’“})

et notons Lé") (+) la fonction de vraisemblance associée.

Dans un premier temps, considérons 1’estimation du parametre 6 uniquement
(plutdt que celle de g(6)).

La méthode du maximum de vraisemblance consiste a estimer 6 par “la” valeur
T(X(™) de 0 qui, 2 X (™ fixé, maximise la vraisemblance Lén) (X)),



Méthode du maximum de vraisemblance

Parce que I'unicité n’est pas garantie, nous adoptons la définition suivante.

Définition 19

Soit un modéle statistique paramétrique. La statistique T (X (")) a valeurs
dans © est un de 0 < pour tout 6 € O,

L(”) (X(n)) > Lé") (X(n)) Pgn)-ps

T(X(m)

au sens oil P [{x(") L () n ))( ™) > L((gn) (z"M)} =1

Pour faire court, on écrira souvent ci-dessous que 7'(X (™)) est un
de 0.



Méthode du maximum de vraisemblance : exemple du bus

Soit X(™ = (X,...,X,), avec X1, ..., X,, iid. Unif([0,6]), 0t 6 € © = R{.

La vraisemblance correspondante est
n) (v (n 1
Ly (X)) = 21X ) = 01X < 6.

~ est le MLE de 6.



Non-unicité de I’estimateur maximum de vraisemblance

Soit X(™ = (X3,...,X,), avec X1, ..., X, iid. Unif([§ — 3,0+ 1]), ot le
parametre § € © = R.

La vraisemblance associée est

LX) = [0 - <X <0+ 4 =00- % < Xi,... . X, <0+ 3]

Toute statistique 7'(X (™)) qui, avec probabilité 1 (sous n’importe quel P(g")),
prend ses valeurs dans I'intervalle [ X,y — 1, X(1) + 3] estun MLE de 6.

~ sont des MLE de 6.



Lien avec I’exhaustivité

Par le critere de factorisation de Neyman—Fisher, pour tout € O,
LY(X™M) = go(S(X™)) h(X ™) PI-ps.

Clairement, 7'(X (™)) maximise la vraisemblance Lg”)(X (")) en 6 si et seule-
ment si 7(X (™)) maximise go(S(X ™)) en 6.

~

(IMustration sur la base des exemples ci-dessus)



Vraisemblance différentiable

Si, pour tout (") 1a vraisemblance 6 — Lén) (x(")) est différentiable, alors
toute valeur du parameétre 6 (appartenant a I’ intérieur de ©) maximisant la vraisem-
blance doit étre solution du systeme d’équations

VeLy" (X)) =0,

ou, de fagon équivalente, du systeme des

On devra s’assurer que les solutions de ce systeme correspondent bien a des
maxima globaux et a étudier séparément 1’éventuel bord de ©.



Maximum de vraisemblance : exemple électoral
Soit le vecteur aléatoire X ™) = (X,...,X,,), ot les X; sont i.i.d. Bern(p),
avec § = p € © = [0,1] C R. Puisque, pour tout p € |0, 1],
L:E)”)(X(")) — p2i2;1 Xz'<1 _ p>”—2?=1 Xi _ pnxu _ p>n—n)? Pz(:l)'p'sw

on trouve

Les équations de vraisemblance prennent donc la forme

n —

g P=0



Maximum de vraisemblance : exemple électoral

La seule solution en p est bien entendu
T(XM)=X.

Indépendamment du fait que X prenne ou pas une valeur dans I’intérieur de O,
il s’agit bien d’un maximum (pourquoi?)

Donc X est le MLE de p.



Estimation de g(0)

Passons a ’estimation de g(6).

Si la fonction g : © — g(©) est bijective, § et 6 = ¢(#) fournissent deux
“adressages” valides du modele, menant aux vraisemblances liées par

L(en)(X(n)) _ L_((;)l(é) (X(")) _ E(gn) (X(n))

(L™ désigne la vraisemblance associée a la paramétrisation par 6).
LY (X ™) est maximisée pour la valeur (X ™)) de 6

& ié”)(X(")) est maximisée pour la valeur g(7'(X (™)) de § = g(6).

$



Estimation de g(0)

Sig: © — ¢g(©) n’est pas bijective, la fonction

G:0 — G(O©)

9(0)
0
- ()
I’est, de sorte que, par le slide précédent, G(T'(X (™)) est un MLE de G(6).

Se restreindre & la premiére composante de G(-) meéne a considérer que

On parle d’



Comportement asymptotique : hypotheses

Comme déja mentionné, il n’est aucunement garanti que la méthode des
moments fournisse des estimateurs satisfaisants en termes d’efficacité.

Par contre, sous certaines hypotheses de régularité, la méthode du maximum de
vraisemblance livre des estimateurs

Afin d’énoncer le théoréme (dans le cadre des modeles d’échantillonnage
a parametre scalaire: © C R), nous adoptons les hypothéses suivantes :

(H1) O est ouvert.
(H2) X ={z eR: Lél)(;v) > 0} ne dépend pas de 0.

(H3) Pour tout € X, la fonction 6 — L(el) (z) est dérivable deux fois sur ©.



Comportement asymptotique : hypotheses

(H4) Lexpression [ x Lél) (z) dx est dérivable deux fois sous le signe:

j&r/ Lél)(x)dx:/ ;leTLél)(x)dm, r=1,2.
X x

(H5) La fonction 6 — Bél)(x) & ddTQan Lél)(x) est continue uniformément
en x: si (0,) — 6, alors sup, ¢ y |Béi) (x) — Bél)(a:)| — 0.

(H6) Pour tout 6 € ©, le réel
() %! / (i 1nL<1>(x))2L<1>(x) do
X 4o [Z 0

existe et appartient a |0, ool.



Comportement asymptotique

Théoreme 20

Soit un modeéle statistique d’échantillonnage paramétrique, avec © C R.
Notons Lél) (+) la fonction de vraisemblance associée & un échantillon de taille 1.
Sous les hypotheses (H1)—(H6),

1.

il existe une suite (T(X ™)) de solutions des équations de vraisemblance
telle que, pour tout § € ©, T(X (™)) 229 sous Pg") quand n — oo.

Pour toute telle suite (T(X ™)), on a que, pour tout 6 € O,

R(T(X™) —g) & N(o, I()lw))

)

sous P((,n quand n — oo.

C’estla (pour Best Asymptotically Normal) du MLE.



Comportement asymptotique : interprétation

Un estimateur Tpg (X (™)) pour 6 satisfait

1 1

BV LX) =0 et Vary [T (X)) = 1505 = iy

ou, de fagon équivalente,

ES [Vi(Tug(X™) —0)] =0 et Varl” [Va(Ter(X™) — 6)] =

On peut donc considérer que la propriété BAN
varx®) - 5 a0, )

indique que la MLE T'(X (™)) est pour 6.



Résumé du chapitre

» Estimation ponctuelle : définitions d’estimateur convergent, exhaustif,
(asymptotiquement) sans biais, a erreur quadratique minimum, efficace

» Critere de factorisation de Neyman—Fisher, décomposition du MSE,
borne de Cramér—Rao

» Méthode des moments, méthode du maximum de vraisemblance

» Comportement asymptotique des estimateurs MLE
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