Chapitre IV : Tests d’hypotheses

MATH-F-207

Davy Paindaveine

Bloc 2, Bachelier en sciences mathématiques
Université libre de Bruxelles

2024-2025



Contenu du chapitre

Terminologie et concepts de base

Le lemme fondamental de Neyman—Pearson

Tests unilatéraux a puissance uniformément maximale
Tests bilatéraux

Tests de rapport de vraisemblance

Tests x>



Contenu du chapitre

Terminologie et concepts de base



Introduction

Soit le modele statistique paramétrique
(R 8", P = {P(V 00 CRF}),

ou les mesures de probabilité Pén) représentent les distributions possibles de

XM = (X1,...,X,).

Le chapitre précédent visait a faire un pari sur la valeur exacte de 6 € O.
Mais certaines applications demandent moins que ceci.

Exemple €lectoral : parier sur le fait que le candidat A va remporter 1’élection
ne requiert pas de parier sur la valeur exacte de p.



Partition de I’espace paramétrique

Dans ce chapitre, on veut décider, sur la base de X (M) sif e Oyousife O,
oll O et ©; forment une partition de 1’espace paramétrique ©.

Exemple électoral : on souhaite décider si p € [0, 1] ousip €]3,1].



Terminologie

La terminologie est tres structurée : le probleme de test d hypotheses s’écrit

{7—[0:0690
7‘[1:96@1.

Ho est ’hypothese nulle et Hy est la contre-hypothese.

Deux décisions seulement sont possibles :
RHy : ne pas rejeter I’hypothese nulle H
RH, : rejeter ’hypothese nulle H,.



Asymétrie des hypotheses

> : RH ne signifie pas accepter Hy. ..

» ...Mais doit plutdt étre interprété comme “il n’y a pas suffisamment d’évidence
statistique pour conclure au rejet de Hop™.

» Donc une procédure de test ne sera vraiment conclusive que si on prend la
décision RH,.

» C’est la raison pour laquelle il convient de prendre pour H; la proposition
qu’on veut “prouver” statistiquement.



Exemple du verre de biere

Le barman de la Jefke promet que la quantité de biere moyenne servie dans un
verre est supérieure ou égale a 15 cl.

Dans le modele d’échantillonnage paramétrique gaussien, une personne qui en
douterait considérera le probleme de test

Ho: 0= (u,0%) € Og={(u,0%) € ©:pu>15}
Hi:0=(u,0%) €0 ={(g,0%) €0 :pu<15}.

De facon plus informelle, on écrira

Ho:p>15
IH1:/1,<].5.



Test unilatéral

Considérons le cas ou © C R.

Les problemes de test

HO:QSOO 7‘[029200
u
Hi:0 > 6 7‘[119<907

ol fy € O est fixé, seront dits

Exemple électoral : pour parier sur le gagnant de I’élection, on considérera

Ho:p < Ho:p>
ou
Hi:p> Hi:p<

N= D=
NI= NI



Test bilatéral

Le probleme correspondant est
HO 10 = 00
Hl 10 75 00.

Exemple : si on souhaite tester qu’une piece de monnaie est équilibrée,
on se place dans un modele d’échantillonnage de Bernoulli, et on considere

Ho:p=
Hy:p#

(SIS



Remarques

» Dans le cas d’un modele statistique non paramétrique, c’est la collection de
lois P(™) = {P(™} qu’on partitionnera pour définir H, et H;.

> Hy est < Ho est associée a une unique mesure de probabilité du
modele statistique considéré (dans le cas paramétrique, O = {6 }).

» Dans le cas contraire, Hg est

» De la méme facon, on parle de H; simple ou composée.



Tests purs

La procédure statistique qui, sur base de (™) = (21, ...,z,), prend la décision
de rejeter ou non H, est appelée un

Définition 1
Un & est une fonction mesurable de X™ dans {0,1}, on X™) désigne

I’ensemble des valeurs possibles pour (™).

Lecture:
Si le 2(™) observé est tel que ¢(z(™) = 0, alors le test prend la décision RH,.
Si le 2(™) observé est tel que ¢(x(™)) = 1, alors le test prend la décision RH,.

L’ensemble ¢! ({1}) est appelé la du test.



Exemple €lectoral

Pour le probleme de test
Ho:p<i
7_Ll P > %u
des tests raisonnables sont, pour ¢ € N,

de(z ™) =I[1 i > o]

Question : que font les tests extrémes ¢ (-) et ¢p11(+)?



Tests randomisés

Définition 2

Un b est une fonction mesurable de X™) dans [0, 1].

Lecture:
Pour (™ € X 1e test ¢ prend la décision RH, avec probabilité qb(ac(")),
sur la base d’un aléa indépendant du modele statistique considéré.

(Si ¢(x(™) € {0,1}, alors la décision est compatible avec celle d’un test pur).

L’ensemble ¢! ({1}) est encore appelé la
L’ensemble ¢~ 1(]0, 1]) est appelé la



Probabilité de rejet en termes d’espérance

La formule des probabilités totales livre

= / P[¢ prend la décision RH, | X (™) = z(™) Lén) (™) dz™
X
o(a(m)

EJ [p(x ()] :

ol Lén) (™)) désigne la vraisemblance associée a Pén).



Types d’erreurs

Deux erreurs sont possibles lorsqu’on conduit un test:

> I (prendre la décision RH quand H, est vraie)

» Derreur de 2" espéce (prendre la décision RH, quand Hq est fausse)

RHo RHo
Ho est vraie OK!

Ho est fausse | Erreur de 2"% espece OK!




Erreur de 1% espece # Erreur de 2" espece

Type | Error Type Il Error
~

[

: AN\ You're
/> pregnant!
2 v

Ho: pas enceinte vs ;: enceinte




TYPE I ERROR:
TYPE I ERROR:
TYPE TII ERROR:

TYPE IV ERROR:

TYPE ¥ ERROR:

TYPE VI ERROR:
TYPE VI ERROR:

TYPE VI ERROR:

TYPE IX ERROR:

FALSE POSIMVE
FALSE NEGATIVE

TRUE POSITIVE FOR
INCORRECT REASONS

TRUE NEGATIVE FOR
INCORRECT REASONS

INCORRECT RESULT WHICH
LEADS YOU To A CORRECT
CONCLUSION DUE TO
UNRELATED ERRORS

CORRECT RESULT WHICH
YOU INTERPRET WRONG

INCORRECT RESULT WHICH
PRODUCES A COOL GRAPH

INCORRECT RESULT WHICH
SPARKS FURTHER RESEARCH
AND THE DEVELOPMENT OF

NEW TOOLS WHICH REVEAL
THE FLAW IN THE ORIGINAL
RESULT WHILE PRODUCING
NOVEL CORRECT RESULTS

THE RISE OF SKYWALKER




Risques

La qualité d’un test ¢ sera mesurée par les probabilités respectives des erreurs
(la décision prise par ¢ est fondée sur X ("), donc est aléatoire).

Définition 3

Soit ¢ un test pour le probleme de test Hy : 0 € Oq contre Hy : 0 € Oy. Alors,
(i) le de ¢ en (€ ©g) est

= E"[9].
(ii) Le risque de 2" espéce de ¢ en (€ O1) est

Pén) [¢ prend la décision RHo) = 1 — Eé") [4].



Dimension et puissance d’un test

Définition 4
Soit ¢ un test pour le probleme de test Hy : 0 € O contre H1 : 6 € ©1. Alors
la de ¢ en (€ ©) est

P (¢ prend la décision RMo) = EJ™ [4].
Si § € ©4, on parlera de de ¢ en 0.

Un bon test a de faibles risques de 1 et 2" espéces, ou encore,
un faible risque de 1° espece et une grande puissance.

Mais minimiser le risque de 1°® espéce et maximiser la puissance sont
des objectifs antagonistes. . .



Principe de Neyman

Le consiste alors & maximiser la puissance' sous la
contrainte que le risque de 1% espéce vaut au plus a, ot o € ]0, 1] est fixé.

Plus précisément, on veut maximiser la puissance (uniformément en 6(€ ©))
dans la classe des tests de niveau c.

Définition 5

Soit ¢ un test pour le probleme de test Hy : 0 € Oq contre Hq : 6 € O1.
Alors ¢ est & E((,”) [¢] < a pour tout 0 € O,.

Les niveaux les plus usuels sont o = 0.05 et o« = 0.01.

'De maniére équivalente, 2 minimiser le risque de 2" espéce



Tests a puissance uniformément maximale

Soit C,, la classe des tests de niveau c.

Définition 6
Py est a puissance uniformément maximale (PUM) dans la classe C,

S (i) ¢ € Cy, et
(ii) pour tout ¢ € C, Eén) [Ps] > Eé") [¢] pour tout 6 € O.

De tels tests existent-ils?
Pour quels problemes de test?



Contenu du chapitre

Le lemme fondamental de Neyman—Pearson



Cadre

Soit le modele statistique paramétrique
(R",B",P(”) - {Pg") : c Rk}),

ou les mesures de probabilité Pé“) représentent les distributions possibles de

XM = (X1,...,X,).
Le probleme de test considéré ici est

H0:0:90
7‘[1:0:01.

La classe C,, des tests de niveau « est donc celle des tests ¢ tels que E((,:) [¢] < a.



Le lemme fondamental

Théoreme 7 (Lemme fondamental de Neyman—Pearson)

Considérons le probleme de test associé a deux hypothéses simples et fixons

« €0, 1[. Désignons par Lén) (™) la vraisemblance associée a Pén). Alors,

(i) il existe ko, € R et 7, € [0, 1] tels que le test ¢, défini par
1 osi LY (™) > ko Ly (z(™)
b (1‘(”)) = Yo Si Lé?) (x(n)) — kaLéz) (aj(”))
0 si LY (a™) < koL§ (2™)
vérifie Eé:) [fs] = s
(ii)



Exemple

Pour 61 > 6y > 1, considérons le probleme de test
Ho: X1~ fo,(z) = Oz [0 < x < 1]
Hyi: X1~ fo,(x) = 012970 < 2 < 1]

au niveau (€ ]0, 1[). Alors le test ¢, donné par

1 osi x> (1—a)/f
(j)*(l') = . 1/6
0 si z<(1—a)/%

est a puissance maximale pour ce probleme.



Unicité du test de Neyman—Pearson

Théoreme 8
Considérons le cadre du lemme de Neyman—Pearson.
(i) Si ¢ est de niveau o et est aussi puissant que ¢, alors il existe une
fonction v4(-) : X = [0,1] telle que, pour presque tout (™ € X,
1 si L (@™) > ko LY (2™)
o(z) =1 (@) si LgY (@) = kaLg) (@)
0 si Lé?) (z(™) < kaLéz) (™),
out k, est la constante intervenant dans ¢.;

(ii) By [p.] > a



Exemple

Dans I’exemple précédent, on vérifiera directement que
Eo,[¢] = 1—(1—a)/®

> .



Contenu du chapitre

Tests unilatéraux a puissance uniformément maximale



Tests unilatéraux

Soit un modele statistique paramétrique de la forme
(R 8" P = {P(V 00 C ),
ol les mesures de probabilité Pén) représentent les distributions possibles de
XM = (Xy,...,X,).
Soit un probléme de test unilatéral de la forme

{7‘[0:9<90
H1:(9>(90,

ol 0 est une valeur fixée dans I’intérieur de ©.

Existe-t-il un test a PUM dans la classe des tests de niveau «?



Modele a rapport de vraisemblance monotone

Définition 9
Le modele statistique ci-dessus est ¢ rapport de vraisemblance monotone en la
statistique T'(x(™) < pour tout 0 et 0" € © avec ' < 6",

L5 ()

—_—— he/ﬂ// (T({L‘(n)))
Ly (x)

pour une fonction hg: g (-) strictement croissante.



Exemple €lectoral

Soit X(™) = (Xj,...,X,), ol les observations X; sont i.i.d. Bern(p) et ot le
parametre § = p € © = [0,1] C R. Alors, pour tout p’, p avec p’ < p”,
L(ﬁ)(x(n)) p//ELl J;,i(l _p//)n—ZLl z;

p
(n) (. /2T Ti (] — ) iy T
L (am) = (1= p)n i

/!

(pi)Z?:ﬁ%‘(l —p
2 1-p
p// 1_p/ ( Y—n
) =)

est une fonction strictement croissante de

/!

)”‘Z?:l Ti

/




Exemple du verre de biere (variance connue)

Soit X = (X,...,X,,), ot les X; sontii.d. N'(u,03), avec o3 > 0 fixé, de
sorte que le parametre est § = p € © = R. Alors, pour tout i/, ' avec p/ < p”’,

L™y ()" exp (=507 ity (2 — 1))
L@y (gam)" exp (—gmr Xity (wi — 1)?)

n l,” n n 11\2
€xp (*Tig i1 @+ t?g Dim1 i — (2/23) )

’ "2
exp (— g2z Simy F + & YL, @ — 2e)

1" /

o (00~ ) ()

est une fonction strictement croissante de ou, de maniere
7z . n _ 1 mn =
équivalente, de T'(z(™) = L 3" 2, = 2.



Test a PUM dans un modele a RV monotone

Théoréeme 10 (Théoréme de Lehmann)

Soit un modeéle statistique paramétrique a parametre scalaire et a rapport de
vraisemblance monotone en la statistique T (z™)). Considérons le probleme

Ho: 0 <l
H1:9>90

au niveau o« €0, 1] (oit 6y € int(O) est fixé). Alors,
(i) il existe tT € R et vy, € [0,1] tels que le test ¢*+T défini par
1 si T(z™) >t
oip(x™)y =3~y si T(x™) =t
0 si T(z™) <t}
vérifie Eéz)[ Hl=q
(ii) 0 — Eén)[ 1] est strictement croissante;

(iii)



Exemple du verre de biere (avec variance fixée)

Soit X(™ = (Xy,...,X,,), ot les X; sont i.i.d. N'(u, 03), avec o2 > 0 fixé.
Soit g € R. (i) Le test &8 PUM au niveau v €0, 1] pour Hg : 1 < po contre
Hi:p > poest

(n 1 si §3>u0+\‘}°‘1> 1 —a)
Pir(e™) = 0 si :Egqur\"}(I) 1 - a).



Puissance du test a PUM

(ii) La dimension du test sous PEL”) est
n _ n(p— p
B0l =1 - #0710 - ) - YR,

ou P désigne la fonction de répartition de la loi normale standard.

Remarques (voir aussi les illustrations dans R):
1. La “fonction de puissance” = EEL”)[ F7] est strictement croissante.
(~ puisque E [(;5 ] = @, le test est bien de niveau a).

2. Pour p(> o) et « fixés, la puissance E [¢+ ] = 1 quand n — oco.
On parlera de

3. Lapuissance est d’autant plus grande que o est petit.



Puissance du test a PUM (po = 0)

o ]
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Test a PUM pour I’autre probleme unilatéral

Théoreme 11 (exercice)

Soit un modeéle statistique paramétrique a parametre scalaire et a rapport de
vraisemblance monotone en la statistique T (z™)). Considérons le probleme

Ho: 60> 0
Hy - 0 < 90
au niveau o« €0, 1] (oit 6y € int(O) est fixé). Alors,
(i) il existe t,, € R et 7y, € [0, 1] tels que le test ¢ défini par
1 si T™) <t
qS;T(x(")) ={ o si T(z™)=t;
0 si T(z™)>t,
vérifie Eé:) (6] = a;

(ii) 0 — Eé") (@7 est strictement décroissante;

(iii)



Test a PUM pour I’autre probleme unilatéral

Exercice : déterminer ¢ dans le modele d’échantillonnage gaussien a variance
fixée et calculer sa fonction de puissance.



Contenu du chapitre

Tests bilatéraux



Introduction

Soit un modele statistique paramétrique
(R”,B",P<”> - {pg"> hcOc })

ou les mesures de probabilité Pé")

XM = (X1,...,X,).

représentent les distributions possibles pour

Le probleme de test bilatéral

{Ho:(g:(go
H1:97é90

admet-il un test a PUM au niveau «?



Un résultat négatif

Théoreme 12

Soit un modele statistique paramétrique a parametre scalaire et a rapport de
vraisemblance monotone en la statistique T(z™). Quel que soit o €]0,1[,
pour le probleme de test bilatéral.



Tests sans biais

Pour obtenir un résultat d’existence, il est nécessaire de se restreindre a une plus
petite classe de tests.

Définition 13

Le test ¢ de niveau « pour le probléme Hy : 0 € O contre Hy : 0 € O est
= Eén) [@] > a pour tout 0 € O;.

Définition 14

Le test ¢, est
< (i) ¢ est sans biais au niveau «, et
(ii) pour tout ¢ sans biais au niveau o, on a Eg[d.| > Eq[¢] pour tout 6 € 0.



Familles exponentielles

Théoreme 15 (prouvé en STAT-F404)

Soit un modele statistique dont les vraisemblances sont de la forme

LY (2™ = coh(z™) exp(0 T (z™)).

Soit o €]0,1[. Alors (i) il existe to1,ta2 € R et Ya1,7Va2 € [0,1] tels que le

test Q.1 défini par

¢*T($(n)) =

T(z(n)) ¢ [ta1,ta2]
T((E(n)) = tal
T(&C(n)) = tag
T(x(")) S ]tozlv tag[

vérifie Eg, [0s1] = a et Eg, [purT] = oFo, [T] (0it on a écrit T = T(X(")));

(ii)



Le cas gaussien a variance fixée

Soit X = (X;,...,X,), o les X; sont i.i.d. N'(u,c?), avec 03 > 0 fixé.
Puisque

L) = (=) " exp (= g Do — )
V2rag 20

o) e (= 5 <o (= g Do) wew (430
= | —F— ex — —F | Xex - Z; X ex s

h(z() exp(p )

la vraisemblance est de la forme mentionnée dans le théoréme, avec



Le cas gaussien a variance fixée

Exercice : montrer que le test ¢, optimal alors est donné par

1 si | X —pol > %@’1(1 - 9)
¢*T(x(n)> = . = -1
0 si |X —po| <220 (1-2)

et que la fonction de puissance de ¢, est
p= B [par] =1 ‘P(‘I’_l (1 5) \F(uo - u))
ke

+o(—o7t(1-3

(uo - u))

Remarques (voir aussi les illustrations dans R):

Le risque de 1° espece
de ¢.p vaut a.

Sa fonction de puissance est symétrique par rapport a fig.
¢ €st convergent: en tout p # Lo, la puissance E&") [pur] = 1sin — .



Contenu du chapitre
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Introduction

Soit un modele statistique paramétrique
(R”,B",P(”) - {Pg") hecocC })

ou les mesures de probabilité P((,”) représentent les distributions possibles de
XM = (X,,...,X,). Notons L™ (z(™) la vraisemblance associée a P}
Nous considérons le probleme de test général

{’HO:QGGO
H1:9€@1,

ol O et ©; forment une partition de ©.



Tests de rapport de vraisemblance

Soit

SUPgeo, Lén) (x(n)) ]

Aa™) =
supgeo Ly (#()

Une petite valeur de A(x(”)) indique que 1’observation (") est beaucoup moins
vraisemblable sous H que sous H;.

Le est alors de la forme

ol ¢, est choisi de telle facon que

sup Eén) [Prv] = a.
[ASSH)



Comportement asymptotique

S’il est en général difficile de déterminer c, pour un n fixé, on peut construire
un test asymptotique grace au résultat suivant.

Théoreme 16

Sous certaines conditions de régularité, on a que, pour tout 6 € Oy,

sous Pgn) quand n — 0o, ou r est le nombre de parametres fonctionnellement
indépendants dans ©.

En particulier, si © est un espace affin, alors r est la dimension correspondante.



Test du rapport de vraisemblance asymptotique

Le test de rapport de vraisemblance asymptotique

b
ou Xiimia désigne le quantile d’ordre 1 — « de la loi Xifr’ vérifie

lim sup E((,n) [frv] < a
n—o0 geQ,

(et est donc “asymptotiquement de niveau o).

Sous certaines conditions de régularité, ce test jouit de certaines propriétés
d’optimalité asymptotiques (// MLE).



Contenu du chapitre
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Variable aléatoire multinomiale

Soit F une expérience aléatoire dont les résultats possibles sont Ay, ..., A;s.
Notons p1, ..., pr les probabilités correspondantes.

Définition 17
La est la loi de

N = (Ny,...,Nyp),

ot N; compte le nombre d’occurences du résultat A; dans n répétitions indépen-
dantes de B.

Notation: N ~ Mult(n,p1,...,pr—1).
Remarque : p; =1 — Zf:_ll p; n’est pas inclus dans les parametres.



Moments

Si N ~ Mult(n,p1,...,pr—1), alors pour tout 4. Donc
et
Puisque N; + N; ~ Bin(n, p; + p;) pour tout ¢ # j,

n(pi +p;)(1 = (pi +p;)) = Var[N; + Ny
Var[N;] + Var[N;]| + 2Cov[N;, Nj]
= np;(1 —p;) +np;(1 — p;) + 2Cov[N;, N;],

ce qui livre Cov[N;, N;] = —np;p; < 0 pour tout ¢ # j.

Les N; sont donc dépendants et négativement corrélés (c’est surprenant?)



Résultats asymptotiques

Théoreme 18 (non démontré)
Soit N ~ Mult(n,p1,...,pr—1). Alors

N; —npi)?
Wi =mpi)” £ 2
npi

I
=

1

quand n — oo.

En pratique, I’approximation 2 ci-dessus est considérée satisfaisante quand

(1) n > 30,
(i) np; > 5 pour au moins 80% des valeurs de i, et

(iii) np; > 1 pour toutes les valeurs de <.



Résultats asymptotiques

Théoréeme 19 (non démontré)

Soit N ~ Mult(n, p1(0),...,pr_1(0)), avec § € © C R¥, ot int(©) # 0.
Alors, en désignant par 0 le MLE de 0, on a que, pour tout § € O,

I
- npz ﬁ 2
Z = XI-1-k
=1 npi 0)
sous Pén) quand n — o0.

On supposera 1’approximation satisfaisante sous les mémes conditions que
ci-dessus.



Test d’adéquation : introduction

Soit F une expérience aléatoire dont les résultats possibles sont Ay, ..., A;s.
Notons p1, ..., pr les probabilités correspondantes. Soit le probleme de test

{ Ho :pi =pgopourtouti =1,...,1

H1 :p; # piopouraumoinsuni =1,...,1,
oules p;o, 7 = 1,..., 1, sont des nombres positifs fixés tels que Zle pio = 1.

Un test naturel rejette H pour les grandes valeurs de

Q(n) _ i ( - npi0)2’

n;
i—1 PDio

une “distance” entre et les effectifs attendus np;g sous Hy.



Test d’adéquation

est asymptotiquement de niveau a.

Ici, X%—l,l—a désigne le quantile d’ordre 1 — o de laloi x2_,.



Notations pour les quantiles

> X7 désignera le quantile d’ordre v de la loi x3.
> 1)« désignera le quantile d’ordre o de la loi ¢.

> ...

> Exception: z, désignera le quantile d’ordre 1 — o de la loi N'(0, 1),
i.e. ®~1(1 — ). Donc le quantile d’ordre o correspondant est —z,.

De nombreuses tables de ces quantiles existent (cfr annexe du syllabus).



Exemple : “vérification” des lois de Mendel

Lors de croisements de certains pois, les lois de Mendel prévoient d’obtenir des

descendants jaunes lisses, jaunes ridés, verts lisses et verts ridés en proportions

: 9 3 3 1
respectlves 16> 16° 16 et 16*

Pour confronter la théorie aux données, Mendel considere le probleme

St
Hi : (p1,p2.p3:01) # (355 16 167 16)

167 16

et effectue n = 556 croisements, qui livrent les effectifs ny = 315, ny = 101,
ng = 108 et ny = 32.



Exemple : “vérification” des lois de Mendel

La statistique de test Q") prend la valeur

(315 — 556 x )2 (101 — 556 x )2

(n) —
a7 = 9 + 3
556 X 1= 556 x
(108 — 556 x =)? (32 — 556 x 1=)?
3 1
~ 0.47.

Au niveau o = 1%, on ne rejette pas Ho puisque 0.47 < X%ﬂo.gg ~ 11.34.
Au niveau o = 5%, on ne rejette pas H puisque 0.47 < X§,0.95 ~ 7.81.

Au niveau , on ne rejette pas Hg puisque 0.47 <



p-valeur

Différents niveaux e demandent d’utiliser différentes valeurs critiques X%Jﬂy

Mais si on pose

(ol q(”) désigne encore la valeur observée de Q(")), le test rejette Hg si et
seulement si la p-valeur est strictement inférieure a «.

Donc la p-valeur permet d’effectuer le test pour toutes les valeurs de !

Dans I’exemple de Mendel, la p-valeur vaut 0.9254(!)



Tests d’ajustement

Il est courant d’avoir un “modele” qui spécifie les probabilités p; & un ou plusieurs
parametre(s) pres. Le probleme de test est alors

{ Ho : 30 € O tel que p; = p;(0) pourtouti =1,...,1
Hq:V0 € O, p; # p;(0) pour au moinsuni =1,...,1,
ol © C RF est d’intérieur non vide.

Par le Théoreme 19, le test qui rejette Hy quand

I

N; —np;(6))?
Z - >Xllk1a
=1 np’ )

est asymptotiquement de niveau « (pour rappel, 6 désigne le MLE de 6 sous H).



Exemple : groupes sanguins

Le groupe sanguin MN se compose de trois phénotypes distincts: M, MN, et N.

Une population appartenant a ce groupe est dite “stable dans sa composition”
si les proportions relatives a ces trois phénotypes sont de la forme

PIM] = p1(6) = 02
PIMN] = pa(0) = 20(1 - 6),
PIN] = p3(0) = (1 - 0)?,
pour un certain § € |0, 1[.

Un échantillon de taille n = 500 est prélevé dans une population, et donne lieu
an; = 125 individus présentant le phénotype M, ny = 225 individus présentant
le phénotype MN, et n3 = 150 individus présentant le phénotype N.

Sur base de cet échantillon, testons au niveau o = 5% 1’hypothése nulle que la
population est stable dans sa composition.



Exemple : groupes sanguins

Le simplexe des probabilités {(p1, p2, p3) : p1,p2,p3 > 0,p1 +p2+p3 = 1} et
le sous-ensemble correspondant aux populations stables dans leur composition.



Exemple : groupes sanguins

On vérifiera que

G 2n1 + no _ g
- 2n T 40
et
"™~ 4.777.

La p-valeur associée au test est donc
P[Y > 4.777] = , ouY ~xi o, .

Par conséquent, . ..



Tests d’adéquation pour des lois générales

Si on souhaite tester I’hypothese nulle que les observations proviennent

» d’une loi commune discrete avec un nombre infini de valeurs possibles, ou

» d’une loi continue,

alors se ramener au schéma multinomial nécessite de

Exemple : soient X7, ..., X, des variables aléatoires i.i.d. représentant les nom-
bres d’accidents de voiture par heure dans une région donnée. On peut vouloir
tester Ho : X1 ~ P()\) pour un certain A > 0.

(~ I valeurs possibles: 0,1,...,I —1)
permet de rendre le probleéme compatible avec le schéma multinomial.



Test d’adéquation de Poisson

Soit N = (Ny,...,N;), ot

N; =
J

IX;=i—1], i=1...,I—1 e N, =Y IX;>TI-1].
1 i=1

n n

Sous H,, ceci est associé a des probabilités de type Poisson données par

1—1
pi(/\):e—A ./\ i=1,...,1—1 et zl_zpi(/\)

Le test rejettera H au niveau asymptotique « si

fnpl (A) 9

> XT-2,1—a>
=1 np; ()

M~

ol A(= X) estle MLE de \.



Tests d’homogénéité : introduction

On observe ici J multinomiales mutuellement indépendantes
Nj = (Nlj; ey N[j) ~ 1\/[1].111(77,]‘7plj7 N 7pI—17j)7 ] = 1, ey J.

Le nombre de modalités I est le méme pour chaque multinomiale, mais
les autres parametres peuvent dépendre de ;.

On considere le probleme de test

{ H0:Vi€{1,...71}, Pi1 = ... =DiJ
Hq:3i e {1,...,I} tels que p;; # p;j» pour certains j # j'.



Tests d’homogénéité : exemple

Par exemple, les multinomiales IV; peuvent représenter les nombres de person-
nes qui, parmi les n; personnes interrogées dans le pays j, se sont prononcées

» en faveur de I’extréme gauche (: = 1),
» en faveur de la gauche (i = 2),
> ...

» en faveur de I’extréme droite (z = I).

L’hypothese nulle considérée signifie alors que les poids des différents courants
politiques sont les mémes dans les J pays.



Tests d’homogénéité
Les résultats asymptotiques livrent, que pour tout j = 1,...,J,

I
-n L
Z Nij —npij)” = x%, quandn — oo.
=1 NjPij
Les multinomiales étant mutuellement indépendantes, ceci livre
! — n;pij)°
Z oty = Bly) & X%-1) quand n — co.
i=1 njp K
Sous H, ceci se réécrit

I
ZZ (N = n5pi)” —>X?,(171) quand n — o0,

n
i=1 j=1 iPi

ou p; est la valeur commune des probabilités p;1, ..., p;J.



Tests d’homogénéité
Sous Hg, les MLE de p;, ¢ = 1,...,1 sont

Vo der 1 .
p=—% Z\,,, i=1,...,1

/71

Le nombre de parametres indépendants estimés valant I — 1 (pourquoi?),

I . I Ni.nj
5 (Ni; —n;pi)* ) (Nij = =5 ¢ AR
"y - Ni.nj I-1)(J-1
i=1 j=1 ;P i=1 j=1 nn

sous Ho quand n — 00.

Le test qui en résulte rejette donc Hg au niveau asymptotique o quand

I N{_nl’ )2

J
N, — Nen
Syt e

i=1j=1



Tests d’homogénéité : exemple

Lors d’une période de récession économique, 100 chefs d’entreprises, 100 écono-
mistes et 100 hommes politiques ont été interrogés sur les décisions qui, selon
eux, seraient les plus favorables a une sortie de la récession.

CEO Economistes  Politiciens
Accroitre le déficit budgétaire 10 15 29
Réduire les impdts 37 37 33
Réduire les taux d’intéréts 24 34 25
Offrir des avantages fiscaux 29 14 13
aux entreprises
ny = 100 Nng = 100 ns = 100

Peut-on conclure, au niveau asymptotique o = 5%, que les opinions sont
réparties de facon différente dans ces trois groupes?



Tests d’homogénéité : exemple

Dans ce contexte,
> la statistique de test prend la valeur 21.877, et
> la valeur critique (au niveau asymptotique 5%) vaut 12.59.

= RHy: on conclut, au niveau asymptotique o« = 5%, que les opinions sont
réparties de fagon différente dans les trois groupes

Ceci est confirmé par la p-valeur, qui vaut 0.0013.



Tests d’indépendance : introduction

Soit un vecteur aléatoire (X,Y), oit X est a valeurs dans {z1,...,27} et Y est
a valeurs dans {y1, ..., ys}. La distribution jointe de (X,Y") est décrite par

pij:P[X:SL'i,Y:ij izl,...,I,j=1,...7J.

Les distributions marginales de X et de Y sont associées a

. =P[X me, i=1,...,1

et

P.j:P[Y:yj]:Zpija J=1...,J



Tests d’indépendance : introduction

Sur labase d’observations i.i.d. (X1, Y1), ..., (X,, Y, ), on veut tester I’hypothese
nulle Hp : X 1l Y. Le probleme de test est donc

{ Ho : Ve, 4, pij = pi.p.j
My : i, j tel que pi; # pip.;-
Sionnote N;; = >)_ I[(X,,Y;) = (z;,y;)] pour tout 4, j, alors

N = (Ni1,Ni2,...,NrJ)

est de loi multinomiale de parametres n, p11, p12, ..., Prj—1. Donc
I J — np; 2
1] ’L] L 2
E E " — XIJ-1
i=1 j=1 Pij

quand n — oo.



Statistique de test sous H, et MLE

Sous Hy,

J
N;i —np;p ;)2
E E —( L npz‘p,]) ﬁ)x?{,f1 quand n — oo.

p—
== Pi.D.j

Sous Hg, les MLE des p;. et des p_; sont

et



Tests d’indépendance

Le nombre de paramétres indépendants estimés valant (I — 1) + (J — 1),

I b I J (N, — N,,N,j)g .
(Nij —npip.;)” i 2

> Z - =D > e O Xunu-y

1=1 j=1 i.b.j 1=1 j=1 n

sous Ho quand n — oo.

Le test qui en résulte rejette donc Hg au niveau asymptotique o quand

I . N; N.
(Nij — ==4)?

Z Z N—N7 > X‘(2171>(.771),17a~



Tests d’indépendance : exemple

Un ensemble de n = 2100 certificats de déces d’adultes, enregistrés dans les
hopitaux d’une grande ville, ont mené a la classification suivante.

YA

Origine respiratoire 55 120 162
Origine cardio-vasculaire 49 388 315
Autre origine 61 300 650

Peut-on conclure, au niveau asymptotique o = 5%, que
et la cause de déces ne sont pas indépendantes?



Tests d’indépendance : exemple

Dans ce contexte,
> la statistique de test prend la valeur 134.12, et
> la valeur critique (au niveau asymptotique 5%) vaut 9.49.

= RH,: on conclut, au niveau asymptotique oo = 5%, que les habitudes
tabagiques et la cause de déces ne sont pas indépendantes.

Ceci est confirmé par la p-valeur, qui est inférieure a 10715,



Différence entre tests d’homogénéité et d’indépendance

Les expressions des statistiques de test pour les tests d’homogénéité et d’indé-
pendance (et les valeurs critiques correspondantes) sont identiques.

La différence entre le test d’homogénéité et le test d’indépendance est donc dans
Iinterprétation du probleme de test. ..

» Dans le premier cas, le statisticien se demande si un facteur donné se
répartit de la méme maniere dans différentes populations.

» Le second test cherche a mesurer I’indépendance entre deux facteurs
(qui jouent la un role symétrique).
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