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Contenu du chapitre

Algébre des matrices de projection

Notation matricielle du modéle linéaire



Matrices de projection

Soient vy, ..., v, € R™ linéairements indépendants, ou &k <n
def . . .
(de sorte que V= (v; ... wy) soit une matrice n x k de rang maximal).

Théoreme 1
La sur l'espace vectoriel M(V') engendré
parvi,...,v, € R® a pour Py =V (V'V) v/,

Preuve: (i) Soit 2 € M(V), de sorte que = = V pour un certain o € R”.
Alors V(V'V)"W'e = V(V'V) V' Va=Va=z.

(ii) Soit = € (M(V))*, c’est-a-dire 2’y = 0 pour tout y € M(V). Alors vjz =
Opourtoutj=1,...,k, cest-a-dire V'x = 0. Donc V(V'V)"1V'z = 0. O



Matrices de projection

Notons que Py = V(V'V)~1V' est et idempotente.

Donc , 0U O est orthogonale et A = diag(Ay,...,\,), et
OAO’ = Py = P2 = (OAO')(OAO') = ON?O/,
ce qui implique que A; = 1 ou 0 pour tout j.
Le nombre de \; égaux a 1 vaut alors
Yoo Aj = tr[A] = tr[0"OA] = tr[OAO"] = tr[Py]
= tr[V(V'V) V'] = tr[(V'V) ' V'V] = te[Ii] = k.

Notons qu’en permutant les colonnes de O, on peut toujours faire en
sorte que A = diag(1,...,1,0,...,0).



Notation matricielle du modele linéaire

Léquation du modéle linéaire
Y;:Xz/ﬁ"’_gzv i=1,...,n,

se réécrit sous forme matricielle

Y = Xj +¢,
ou
Y1 X{ €1
Y = , X= : et €=
Y, X}, En
Notons que

(1 R
B= (n > XZ-X{> ( > Xﬂ;) = (X'X)"'X'Y.
n
i=1 i=1



Valeurs prédites

Donc les
) Z = 17 ’n)
s’écrivent
7 Xip
Y= : | = : = X3 =X(X'X)"'X'Y ¥ Qv,
Y, X6

ou Q est la matrice de la projection orthogonale sur I'espace vectoriel
engendré par les k colonnes de X.



Résidus

Donc les (ou )
, t1=1,...,n,
(voir le slide suivant) s’écrivent donc
el Yl — Yl
e=| : | = : —Y-Y=(1-QY¥Py,
€n Yn - Yn

ou P est la matrice de la projection orthogonale sur le complément
orthogonal a celui engendré par les colonnes de X.

Si il y a un "intercept" dans le modele (X; = 1 p.s.), alors on a toujours

1 1
e== ¢ =-¢€l1= (PY) = -Y'P1=0.
X n



Résidus




Coefficients R2

Pour v = (vy,...,v,)’, notons v = (v,...,9) € R", o0 v =1 3" o,

Si il y a un intercept dans le modeéle, alors

Y =Y [?= QY -Y)+P(Y -Y)|*= QY - Y)|* +|P(Y - Y)|
Y-Y

=~7 2
= QY - QY|* + |PY|* = "+ llel®

(puisque v = 111'v), de sorte qu'une mesure de fit est le

ou sa version ajustée

s ek
R e Ty

qui est plus adaptée pour le choix de modeles (pourquoi?)



Coefficients R?

R?=0.606 (R?=0.604) R’=0.860 (R%=0.859)
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