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Motivation

On a vu que, dans le modèle semi-fort homoscédastique,

√
n(β̂ − β)

D→ Nk

(
0, σ2(E[XX ′])−1

)
.

Donc pour tout j = 1, . . . , k,

√
n(β̂j − βj)

σ
√
((E[XX ′])−1)jj

D→ N (0, 1),

de sorte que, pour tout α ∈ ]0, 1[,

P

[
β̂j −

zα/2√
n
σ
√
((E[XX ′])−1)jj ≤ βj ≤ β̂j +

zα/2√
n
σ
√
((E[XX ′])−1)jj

]
→1−α

quand n → ∞. Nous avons presque un intervalle de confiance pour βj

au niveau de confiance asymptotique 1− α.
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Motivation

Bien entendu, Q = 1
n

∑n
i=1 XiX

′
i

p.s.→ E[XX ′] (LFGN). Si σ̂2 est un esti-
mateur (au moins faiblement) convergent de σ2, alors on aura

√
n(β̂j − βj)

σ̂
√

(Q−1)jj
=

σ
√
((E[XX ′])−1)jj

σ̂
√

(Q−1)jj
×

√
n(β̂j − βj)

σ
√
((E[XX ′])−1)jj

D→ N (0, 1),

de sorte que, pour tout α ∈ ]0, 1[,

P

[
β̂j −

zα/2√
n
σ̂
√
(Q)−1)jj ≤ βj ≤ β̂j +

zα/2√
n
σ̂
√
(Q)−1)jj

]
→ 1− α

quand n → ∞. Ceci fournit un vrai intervalle de confiance pour βj

au niveau de confiance asymptotique 1− α.
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Estimation de la variance

Comment estimer σ2 (dans le modèle homoscédastique)?

Puisque σ2 = Var[ε|X] = E[ε2|X]− (E[ε|X])2 = E[ε2|X], on a

σ2 = E[ε2],

de sorte que

σ2 ≈ 1

n

n∑
i=1

ε2i =
1

n

n∑
i=1

(Yi − β′Xi)
2 ≈ 1

n

n∑
i=1

(Yi − β̂′Xi)
2 def
= σ̂2.

Notons que la LFGN ne permet pas d’affirmer que σ̂2 p.s.→ σ2 (pourquoi?)

Remarque: en notation matricielle, σ̂2 = 1
n

∑n
i=1 e

2
i = 1

ne
′e = 1

n∥e∥
2.
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Biais

Le résultat suivant montre que σ̂2 est un estimateur biaisé, mais asymp-
totiquement non biaisé, de σ2.

Théorème 1
Dans le modèle semi-fort homoscédastique, E[σ̂2] = n−k

n σ2.

Preuve: Notons E[·|X ] l’espérance conditionnelle sachant X1, . . . , Xn.
Puisque e = PY = P(Xβ + εεε) = Pεεε, on a

E[nσ̂2|X ] = E[e′e|X ] = E[(Pεεε)′(Pεεε)|X ] = E[εεε′P′Pεεε|X ]

= E[εεε′Pεεε|X ] = E[tr[εεε′Pεεε]|X ] = E[tr[Pεεεεεε′]|X ] = tr[E[Pεεεεεε′|X ]]

= tr[PE[εεεεεε′|X ]] = σ2tr[P] = σ2tr[I−Q] = σ2(n− k),

ce qui, en prenant l’espérance, établit le résultat. □
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Biais

Bien entendu, un estimateur non biaisé de σ2 est alors

σ̃2 =
n

n− k
σ̂2 =

1

n− k

n∑
i=1

(Yi − β̂′Xi)
2.

Dans le modèle de position (k = 1 et X1 = 1 p.s.),

σ̂2 =
1

n

n∑
i=1

(Yi − β̂)2 =
1

n

n∑
i=1

(Yi − Ȳ )2 = s2

est la variance empirique et

σ̃2 =
n

n− 1
σ̂2 =

1

n− 1

n∑
i=1

(Yi − Ȳ )2 = S2

est son habituelle version non biaisée.
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Biais

sigma2hat
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Loi exacte

Théorème 2
Dans le modèle fort avec normalité (avec n > k), nσ̂2

σ2 |X ∼ χ2
n−k.

Preuve: En procédant comme dans la preuve précédente, on obtient

nσ̂2

σ2
=

1

σ2
εεε′Pεεε =

1

σ2
εεε′OΛΛΛO′εεε =

(
1

σ
O′εεε

)′

ΛΛΛ

(
1

σ
O′εεε

)
def
= ηηη′ΛΛΛηηη,

où O est n × n orthogonale et ΛΛΛ = diag(1, . . . , 1, 0, . . . , 0) contient n − k

entrées non nulles. Puisque

ηηη = (η1, . . . , ηn)
′|X ∼ Nn(0, I)

(pourquoi?), on a

nσ̂2

σ2
= ηηη′ΛΛΛηηη = η21 + . . .+ η2n−k|X ∼ χ2

n−k. □
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Loi exacte

sigma2hat
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Lemme de Fisher

Dans le modèle de position (k = 1 et X1 = 1 p.s.) avec normalité,
le lemme de Fisher dit que

(i) Ȳ ∼ N (β, σ2

n )

(ii) ns2

σ2 ∼ χ2
n−1

(iii) Ȳ ⊥⊥ s2.

Dans le modèle fort avec normalité, on a

(i) β̂|X ∼ N (β, σ2

n Q−1)

(ii) nσ̂2

σ2 |X ∼ χ2
n−k

(iii) ?

Un "lemme de Fisher" complet pour le modèle linéaire permettrait de
construire des intervalles de confiance et des tests exacts. . .
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Indépendance conditionnelle de β̂ et σ̂2

Théorème 3
Dans le modèle fort avec normalité, β̂ ⊥⊥ σ̂2 conditionnellement à X .

Preuve: Notons d’abord que, puisque PX = 0 (donc aussi X′P = 0),

β̂ = (X′X)−1X′Y = (X′X)−1X′(Xβ + εεε) = β + (X′X)−1X′εεε

= β + (X′X)−1X′(P+Q)εεε = β + (X′X)−1X′Qεεε
def
= gX (Qεεε),

tandis que σ̂2 = 1
n (Pεεε)

′(Pεεε)
def
= hX (Pεεε). Le résultat découle donc du fait

que, puisque(
Pεεε

Qεεε

)
|X ∼ N2n

(
0, σ2

(
PP′ PQ′

QP′ QQ′

)
= σ2

(
P 0

0 Q

))
,

on a que Pεεε ⊥⊥ Qεεε conditionnellement à X . □
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Loi asymptotique

Nous n’avons pas montré que σ̂2 est un estimateur convergent dans le
modèle semi-fort homoscédastique1, ce qui motive le résultat suivant.

Théorème 4
Dans le modèle semi-fort homoscédastique,

√
n(σ̂2 − σ2)

D→ N (0,Var[ε2]),
pour autant que E[ε4] < ∞.

Preuve: Puisque

σ̂2 − σ2 = 1
n

∑n
i=1(e

2
i − σ2) = 1

n

∑n
i=1(ε

2
i − σ2) + 1

n

∑n
i=1(e

2
i−ε2i ),

on a

√
n(σ̂2 − σ2) = 1√

n

∑n
i=1(ε

2
i − σ2) + 1√

n

∑n
i=1(e

2
i − ε2i )

def
= T1 + T2,

où le TCL livre T1
D→ N (0,Var[ε2]).

1Dans le fort avec normalité, la convergence découle de la loi exacte (pourquoi?)
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Loi asymptotique

Comme ei = Yi − β̂′Xi et εi = Yi − β′Xi, on a que

T2 = 1√
n

∑n
i=1 (e

2
i − ε2i ) =

1√
n

∑n
i=1 (ei − εi)(ei + εi)

= 1√
n

∑n
i=1(β

′Xi − β̂′Xi)(2Yi − β̂′Xi − β′Xi)

= 1√
n
(β − β̂)′

∑n
i=1 Xi(2Yi −X ′

i(β̂ + β))

= 1√
n
(β − β̂)′

{
2
∑n

i=1 XiYi −
∑n

i=1 XiX
′
i(β̂ + β)

}
=

√
n(β − β̂)′

{
2Qβ̂ −Q(β̂ + β)

}
=

√
n(β − β̂)′

{
Qβ̂ −Qβ

}
= −

√
n(β̂ − β)′Q(β̂ − β)

tend vers zéro en loi (pourquoi?), ce qui établit le résultat (pourquoi?) □


