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Inférence sur βj: problèmes considérés

Pour j ∈ {1, . . . , k} fixé, on veut construire ici

(i) des intervalles de confiance (IC) pour βj , et

(ii) des tests (au niveau α ∈ ]0, 1[) pour{ H0 : βj = c

H1 : βj ̸= c,

où c est un réel fixé.

On considérera

▶ des procédures exactes (valables pour tout n > k fixé, même petit),
▶ des procédures asymptotiques (valables seulement pour n "grand").

Les premières requièrent le modèle fort avec normalité, tandis que les
secondes ne requièrent que le modèle semi-fort homoscédastique.
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Procédures exactes

Dans le modèle fort avec normalité, le lemme de Fisher

(i) β̂|X ∼ N (β, σ2

n Q−1)

(ii) nσ̂2

σ2 |X ∼ χ2
n−k

(iii) β̂ ⊥⊥ σ̂2 conditionnellement à X

implique que, conditionnellement à X ,

√
n− k(β̂j − βj)

σ̂
√
(Q−1)jj

=

√
n(β̂j−βj)

σ
√

(Q−1)jj√
(nσ̂

2

σ2 )/(n− k)
∼ tn−k,

donc aussi inconditionnellement.
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IC exacts

Pour tout α ∈ ]0, 1[, on a donc

P

[
− tn−k,1−α/2 ≤

√
n− k(β̂j − βj)

σ̂
√
(Q−1)jj

≤ tn−k,1−α/2

]
= 1− α,

ce qui livre

P

[
β̂j −

tn−k,1−α/2√
n− k

σ̂
√
(Q−1)jj ≤ βj ≤ β̂j +

tn−k,1−α/2√
n− k

σ̂
√
(Q−1)jj

]
= 1−α.

Ceci est un IC pour βj au niveau de confiance 1− α.

Cet IC est exact: il est valide pour tout n(> k) fixé.
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IC exacts
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IC exacts
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Tests exacts

Pour le problème de test { H0 : βj = c

H1 : βj ̸= c,

le test naturel au niveau α rejette H0 si et seulement si

|T | > tn−k,1−α/2, où T
def
=

√
n− k(β̂j − c)

σ̂
√
(Q−1)jj

.

Les logiciels statistiques retournent le plus souvent la p-valeur

PH0

[
|T | > |Tobservé|

]
,

et on rejette au niveau α si et seulement si cette p-valeur est < α.
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Tests exacts
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Tests exacts

Bien entendu, on peut définir de la même manière des tests exacts pour
les problèmes unilatéraux{ H0 : βj ≤ c

H1 : βj > c
et

{ H0 : βj ≥ c

H1 : βj < c,

pour lesquels on rejette H0 seulement pour les grandes valeurs de T et
seulement pour les petites valeurs de T , respectivement.
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Procédures asymptotiques

Dans le modèle semi-fort homoscédastique, les résultats

(i)
√
n(β̂ − β)

D→ Nk

(
0, σ2(E[XX ′])−1

)
(ii) σ̂2 P→ σ2

impliquent que

√
n(β̂j − βj)

σ̂
√
(Q−1)jj

=
σ
√
((E[XX ′])−1)jj

σ̂
√
(Q−1)jj

×
√
n(β̂j − βj)

σ
√
((E[XX ′])−1)jj

D→ 1×N (0, 1) = N (0, 1),

par le lemme de Slutsky.
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IC asymptotiques

En procédant comme ci-dessus, on obtient alors que, quand n → ∞,

P

[
β̂j −

zα/2√
n
σ̂
√
(Q−1)jj ≤ βj ≤ β̂j +

zα/2√
n
σ̂
√
(Q−1)jj

]
→ 1− α.

Ceci livre donc un IC asymptotique pour βj au niveau de confiance 1−α.

On vérifiera que, quand n → ∞, les IC exacts et asymptotiques coïn-
cident (de sorte qu’ils fournissent la même solution dans le modèle fort
avec normalité pour n grand).

C’est la raison pour laquelle les logiciels statistiques ne retournent que
(les quantités qui permettent de calculer) les IC exacts.
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Tests asymptotiques

Pour le problème de test { H0 : βj = c

H1 : βj ̸= c,

le test asymptotique au niveau α rejette H0 si et seulement si∣∣∣∣√n(β̂j − c)

σ̂
√
(Q−1)jj

∣∣∣∣ > zα/2.

De nouveau, on vérifiera que, quand n → ∞, les tests exacts et asymp-
totiques coïncident.
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Inférence sur σ2: problèmes considérés

Ici, on veut construire

(i) des intervalles de confiance (IC) pour σ2, et

(ii) des tests (au niveau α ∈ ]0, 1[) pour{ H0 : σ2 = c

H1 : σ2 ̸= c,

où c est un réel positif fixé.

Dans le modèle fort avec normalité, cela peut être fait de façon exacte
en utilisant le fait que, conditionnellement à X ,

nσ̂2

σ2
∼ χ2

n−k

donc aussi inconditionnellement.
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IC et tests exacts

Pour tout α ∈ ]0, 1[, on a donc

P

[
χ2
n−k,α/2 ≤ nσ̂2

σ2
≤ χ2

n−k,1−α/2

]
= 1− α,

ce qui livre

P

[
nσ̂2

χ2
n−k,1−α/2

≤ σ2 ≤ nσ̂2

χ2
n−k,α/2

]
= 1− α.

Ceci est un IC pour σ2 au niveau de confiance 1− α.

Le test naturel pour le problème bilatéral ci-dessus rejette H0 au niveau α

si et seulement si

nσ̂2

c
/∈ [χ2

n−k,α/2, χ
2
n−k,1−α/2].

On peut évidemment construire des tests unilatéraux de façon similaire.
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IC et tests asymptotiques

Dans le modèle semi-fort homoscédastique, on pourrait fonder des procé-
dures asymptotiques sur le fait que

√
n(σ̂2 − σ2)

D→ N (0,Var[ε2]),

pour autant que E[ε4] < ∞ (exercice!)
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Tests d’hypothèses linéaires sur β

Ici, on veut construire des tests (au niveau α ∈ ]0, 1[) pour{ H0 : Rβ = r

H1 : Rβ ̸= r,

où R est une matrice p× k (p ≤ k) fixée et où r ∈ Rp est fixé.

On supposera que R est de rang maximal p (pourquoi?)

Le cas particulier le plus important: H0 : β2 = . . . = βk = 0 (β1 corre-
spondant à l’intercept), ce qui est obtenu pour R = (0 Ik−1) et r = 0.
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Test exact

Rappelons que, dans le modèle fort avec normalité,

(i) β̂|X ∼ Nk(β,
σ2

n Q−1)

(ii) nσ̂2

σ2 |X ∼ χ2
n−k

(iii) β̂ ⊥⊥ σ̂2 conditionnellement à X .

Donc Rβ̂|X ∼ Np(Rβ, σ2

n RQ−1R′), ce qui livre, sous H0 : Rβ = r,

Rβ̂ − r|X ∼ Np(0,
σ2

n RQ−1R′).

Par conséquent, (Rβ̂ − r)′(σ
2

n RQ−1R′)−1(Rβ̂ − r)|X ∼ χ2
p, de sorte que

W
def
=

(Rβ̂ − r)′(σ
2

n RQ−1R′)−1(Rβ̂ − r)/p

(nσ̂
2

σ2 )/(n− k)
|X ∼ Fp,n−k,
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Test exact

Puisque ceci implique que

W =
(n− k)(Rβ̂ − r)′(RQ−1R′)−1(Rβ̂ − r)

pσ̂2
∼ Fp,n−k,

le test qui en résulte rejette H0 : Rβ = r au niveau α si et seulement si

W > Fp,n−k,1−α.

Les logiciels statistiques retournent le plus souvent la p-valeur

PH0

[
W > Wobservé

]
,

et on rejette au niveau α si et seulement si cette p-valeur est < α.
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H0 : β2 = . . . = βk = 0 (k = 11, p = k − 1, n = 1436)
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Test asymptotique

Dans le modèle semi-fort homoscédastique, les résultats

(i)
√
n(β̂ − β)

D→ Nk

(
0, σ2(E[XX ′])−1

)
(ii) σ̂2 P→ σ2

impliquent que, sous H0 : Rβ = r,

√
n(Rβ̂ − r)

D→ Nk

(
0, σ2R(E[XX ′])−1R′),

ce qui livre
n

σ2
(Rβ̂ − r)′(R(E[XX ′])−1R′)−1(Rβ̂ − r)

D→ χ2
p.

Par le lemme de Slutsky, on a donc que, sous H0 : Rβ = r,

Wasympt
def
=

n(Rβ̂ − r)′(RQ−1R′)−1(Rβ̂ − r)

σ̂2

D→ χ2
p.
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Test asymptotique

Le test asymptotique associé rejette H0 : Rβ = r au niveau α si et
seulement si

Wasympt > χ2
p,1−α.

Quand n → ∞, les tests exact et asymptotique coïncident (pourquoi?),
ce qui est la raison pour laquelle les logiciels statistiques ne fournissent
que les quantités exactes.
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