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Définition et distribution jointe

Le plus souvent, on s’intéresse a plusieurs v.a.

Dans ce cas, les outils du chapitre 2 apportent de l'information sur chaque v.a,
mais ils ne permettent pas de capturer le lien entre ces diverses v.a.

Or ce lien est souvent d’'un grand intérét, que ce soit

m pour faire de la prévision d’'une variable sur la base des autres x
m pour détecter d’éventuelles observations particulieres

Exemple :

X = la taille d’'un étre humain (en cm)
Y = le poids de la méme personne (en kg)
On mesure X et Y sur 1000 personnes...
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Définition et distribution jointe
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Définition et distribution jointe
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Définition et distribution jointe
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... Masqué dans les distributions individuelles de X et de Y
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Définition et distribution jointe

Un autre exemple :
"En bourse, il faut diversifier pour diminuer le risque".

Soient A1, ..., A des actifs financiers.
Soient Xj, ..., Xk les valeurs (aléatoires!) de ces actifs (en €).
Un portefeuille est une quantité (aléatoire) agrégée, du type

Z=c1Xi+CXo+ ...+ Cka,
ou ¢; est le nombre de titres A; possédés.

Le risque Var[Z] du portefeuille dépend

m des risques individuels Var[X;], mais aussi
m de la dépendance entre les X;

(C’est une tres mauvaise idée de ne posséder que des actions du secteur bancaire!)
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Définition et distribution jointe

Soit une expérience aléatoire E. Soit un espace probabilisé (€2, .4, P) associé.
Un vecteur aléatoire (v.a.!l) (bivarié) est une fonction
(X,Y): Q@ — R°
w = (X(w),Y(w))
vérifiant la condition technique que, pour tout borélien B € 132,
[(X,Y)eBle A (*)

ou[(X,Y)e Bl ={weQ:(X(w),Yw)) € B}.

Plus tard, on considérera aussi des v.a. k-variés (Xi, Xz, ..., Xk).
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Définition et exemples
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Distribution jointe, fonction de répartition

Comme dans le cas des variables aléatoires, I'ensemble des valeurs possibles
{(X(w), Y(w)) : w € Q} ne décrit le v.a. (X, Y) que trés partiellement.

Ce qui décrit complétement (X, Y) est
m sa distribution jointe, c’est-a-dire la mesure de probabilité
P B2 [0,1]
B — PYY[Bl=P[X,Y) e B,
m ou, de maniere équivalente, sa fonction de repartition.
La fonction de repartition de (X, Y) est la fonction

F: R? — [0,1]

(x,¥) = PIX<XIN[Y<yIEPX<x Yyl
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Distribution jointe, fonction de répartition

by

Vo . (Xo, Y 0)

Xo

F(X0, ¥0) = PIX < X0, Y < yo]
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Distribution jointe, fonction de répartition

Comme annoncé, P*:¥) et F fournissent la méme information :
m A partir de P%:Y) on peut calculer
F(x,y) = P% (=00, x] x (=00, y]].
m A partir de F, on obtient

P [(a1, b1 x (@, be]] = Plai < X < bi,a < Y < by
— F(b1,b2) — F(a1,b2) — F(b1,32) + F(a1,32),

ce qui permet d’obtenir P*>Y)[B] pour n'importe quel B € B? (puisque tout B
est U/N d'une collection dénombrable de tels rectangles (ai, b1] x (az, b2]).

ch.3-p.10



Distribution jointe, fonction de répartition

b.| (a02) —  (b,by)

dz (b1,a2)

ai b1 %

P[a1 < X<b,a<¥Y< bg] = F(b1,b2) — F(a1,b2) — F(b1,32) -+ F(a1,32)
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Distribution jointe, fonction de répartition

OnaC=R URUR3U..., cequipermet dobtenir P[(X, Y) € C]
= P[(X,Y) e Ri]+ P[(X,Y) e R]+ P[(X,Y) € R3] + ... apartirde F

ch.3-p.12



Distribution jointe, fonction de répartition

F fournit I'information nécessaire pour obtenir P[(X, Y) € B] VB.
Néanmoins, le lien entre F et ces probabilités n'est pas tres explicite.
Comment alors calculer en pratique ces probabilités ?

Nous traiterons séparément les v.a. discrets et continus.

Définition

(X, Y) est discret « I'ensemble des valeurs possibles {(X(w), Y(w)) : w € Q} est
fini ou infini dénombrable.

Définition

(X, Y) est continu < (plus tard : ch.3-p.25)
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Distribution jointe et distributions marginales : le cas discret

Définition
(X, Y) est discret « I'ensemble des valeurs possibles {(X(w), Y(w)) : w € Q} est
fini ou infini dénombrable.

E = lancer de deux dés (distinguables)
Q={(1,1),(1,2),...,(1,6),(2,1),...,(6,6)} (~~ A =P(Q))
X = somme des résultats de chaque dé

Y = différence des résultats de chaque dé

Autrement dit,
(X,Y): Q@ — R

Puisque X(Q2) ={2,3,...,12} et Y(Q2) = {0,1,...,5} sontfinis, (X, Y) est discret.
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Distribution jointe et distributions marginales : le cas discret

Supposons que (X, Y) est discret.
Notons x;, | € Z, les valeurs possibles de X.

Notons y;, j € J, les valeurs possibles de Y.

= Lensemble des valeurs possibles de (X, Y) C {(x,y;) :i€Z,je€ T}

La distribution jointe de (X, Y) est completement caractérisée par le tableau des
valeurs possibles et des probabilités correspondantes p; = P[(X, Y) = (X, ¥;)]

X1 Xo (X«)
Y1 P11 P21 (k1)
2 P12 P22 (Pxk2)
(Ve) | (P1e)  (P2e) (P;w)
On a en effet
PIX,Y)eBl= > PIX,Y)=(xy)] VBeB

i,jZ(X/,}/j)EB

ch.3-p.15



Distribution jointe et distributions marginales : le cas discret

E = lancer de deux dés (distinguables)
Q={(1,1),(1,2),...,(1,6),(2,1),...,(6,6)} (~~ A =P(Q))
X = somme des résultats de chaque dé

Y = différence des résultats de chaque dé

> 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
0 L T T T T T
36 36 36 36 36 36
’ 2 2 2 2 2
36 36 36 36 36
5 2 2 2 2
36 36 36 36
2 2 2
3 36 36 36
2 2
4 36 36
2
S 36
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Distribution jointe et distributions marginales : le cas discret

Y
. Vi .
ys b e .
. [V S .
. [V S
x v x

Collection des valeurs possibles pour (X, Y)
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Distribution jointe et distributions marginales : le cas discret

Y
° Y+ T ° B
Ys T
° Vo T °
° yi T °
X1 Xe X3 X

Pl(X,Y) e Bl =P[(X,Y) = (x, y2)] + P[(X,Y) = (X%, ¥3)] + P[(X, Y) = (X3, y3)]
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Distribution jointe et distributions marginales : le cas discret

° Ve T °
ys T .
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° Vi T
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PIX=x]=P[(X,Y)e Bl=P[(X,Y) =(x,y1)]+...+ P[(X,Y) = (X2, ya)]
(cas particulier important)
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Distribution jointe et distributions marginales : le cas discret

Ceci expliqgue comment calculer la distribution de X a partir de la distribution jointe :

pia := PIX =x] = P[(X,Y)=(x.y)]l =) _pj

jeg jeT
valeurs possibles | x; Xo ... (Xx)
probabilités Ple  P2e ... (Pke)

On parlera de distribution marginale (>< distribution jointe).

Cette distribution marginale est celle d’une variable aléatoire (>< vecteur aléatoire).
~» On peut calculer P[X € B], 'espérance de X, la variance de X, etc. Par exemple,

E[X] = Z XiPie
VarlX] — E[(X — E[X])’] = X_,c-(xi — E[X])?pis  (pour Iinterprétation)
e { E[X?] — (B[X])? = X,c2(X)?pie — (E[X])* (pour le calcul)
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Distribution jointe et distributions marginales : le cas discret

De méme, la distribution marginale de Y est donnée par

poj = PIY =yl => PIX,Y)=(xyl =) _pj

ieET ieT
valeurs possibles | y; Vo ... (Vo)
probabilités Pei Po2 ... (Per)
Y
° Ve T o
y3 - ) )
° y2 - ° °
B=[Y=yi]
I: ° y1 -+ ° :I
X1 X2 X3 X
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Distribution jointe et distributions marginales : le cas discret

On reporte souvent ces distributions marginales dans le tableau de la distribution
jointe (auquel on peut aussi ajouter les espérances et variances marginales) :

X1 Xo oo (Xk)
14 P11 P21 oo (Pr1) P
Yo | P12 P2 ... (Pk2) | Pe2 | E[Y] | Var[Y]
(Ye) | (P1e)  (Pee) oo (Pre) | (Per)
P1e P2e oo (Pke) 1
E[X]
Var[X]

Ce n’est pas parce qu’on s’intéresse a (X, Y)) qu’on ne s’intéresse pas aux
distributions marginales!
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Distribution jointe et distributions marginales : le cas discret

E = lancer de deux dés (distinguables)
Q={(1,1),(1,2),...,(1,6),(2,1),...,(6,6)} (~~ A =P(Q))
X = somme des résultats de chaque dé

Y = différence des résultats de chaque dé

> 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
0 L T T T T T
36 36 36 36 36 36
’ 2 2 2 2 2
36 36 36 36 36
5 2 2 2 2
36 36 36 36
2 2 2
3 36 36 36
2 2
4 36 36
2
S 36
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Distribution jointe et distributions marginales : le cas discret

E = lancer de deux dés (distinguables)
Q={(1,1),(1,2),...,(1,6),(2,1),...,(6,6)} (~ A =P(Q))
X = somme des résultats de chaque dé

Y = différence des résultats de chaque dé

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
0| L 1 1 1 1 1 | 6
36 36 36 36 36 36 36
2 2 2 2 2 10
2 2 2 2 2 8 —_ 35 _ 665
36 36 36 36 36 18 - 324
2 2 2 6 ~ ~
3 2 2 2 & | ~194|~205
2 2 4
4 36 36 36
2 2
5 36 36
1 2 3 4 S 6 S5 4 3 2 1 1
36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36
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Distribution jointe et distributions marginales : le cas continu

(X,Y) est continu < il existe f : R® — R™ telle que

by by
P[&1<X§b1,32<Y§b2]:/ / f(x,y)dy dx.
a4 ao

La fonction f est appelee fonction de densite (de probabilite) de (X, Y).

En particulier, on a
S t
F(s,t):P[—oo<X§s,—oo<Ygt]:/ / f(x,y)dy dx.
De facon similaire aux variables aléatoires, on peut montrer que

O°F
flx,y) = axay(x,y),

de sorte que f fournit une autre description équivalente de P*>Y) (PX:Y) o F & f)
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Distribution jointe et distributions marginales : le cas continu

Plus généralement que dans la définition ci-dessus,

P[(X.Y) € B] = / /B f(x, y) dy dx

pour tout borélien B.

Propriétés de f :

mf(x,y) >0 Y(x,y) € R®
m [, f(x,y)dydx =1

Toute fonction f satisfaisant ces propriétés est en fait la densité d’'un v.a. continu.
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Distribution jointe et distributions marginales : le cas continu

En pratique, I'évaluation de cette "intégrale double" se fait de fagon séquentielle
(en traitant d’abord une variable comme constante) :

by
P| A < Y <b] = f(x,y)dy

by bo
= / ( f(x,y) dy) dx
a ao

\ . J
Ve

une fonction de x

ou, de maniére équivalente (le résultat est le méme!),

bo
P| A < Y < b] = / f(x,y) dxdy

dp

bo by
= / ( f(x,y) dx) dy
ao ai

\ & J
~~

une fonction de y
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Distribution jointe et distributions marginales : le cas continu

\ y A Yy
b:- = b:-
+------ & 1111 1@ +------ o -------- °
: A
a| +___________,: a| ? _________ ’,
i i - é i -
ai b1 % ai b1 X
b b b b
Jo (J22... dy)ax S22 (S dx) dy
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Distribution jointe et distributions marginales : le cas continu

Exercice

Si f(x,y) = fi(x)k(y) pour tout x, y, alors

by by bo by
[ oy = [T [ aeomy) ey
ap a ao a

1 1

( b A o) ( b () oy )

ch.3-p.29



Distribution jointe et distributions marginales : le cas continu

Exemple :

Une chaine de restauration rapide vend des hamburgers selon deux modalités :

m un comptoir standard

B un drive-in

Soit X la proportion du temps ou le comptoir standard est occupé le jeudi.
Soit Y la proportion du temps ou le drive-in est occupé le jeudi.

Supposons que (X, Y) admette la fonction de densité
2 +yd) si(ny)el01]x[0,1]
(X, y) = 9

0 sinon.
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Définition et distribution jo
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Distribution jointe et distributions marginales : le cas continu

Le manager est satisfait si le comptoir standard est occupé 50% du temps au moins

et le drive-in 25% du temps au moins : la probabilite, P : % <Y < 1], que
ceci arrive vaut

/;f(x,}/)dy =/; (/;g(Xerz)dy) dx:/; [g(xyﬂg)}yﬂ "

y=1

_/1 ox . 63 4 [9x®  63x)" 171
_% 10 160 |20 160 |; 320’

1
2

Ou encore

Ji o= [ ([ Sermoar= [[3(5 r0)] @

2

1 2 371
_ 9 W\ | oy 17
_/3_1 (20+ 5>dy_[20+5]%_320

—_
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Distribution jointe et distributions marginales : le cas continu

Exercice :

En procédant de la méme fagon, montrer que la fonction de répartition

est donnée par

F(Xay):<

F(x,y) = /_XOO /_yoo f(x,y)dy dx

( 0
1 2
5xy(3x + 2y°)
’
— 2
5x(3x+ )

’
5}/(3 + 2}/2)
1

six<Oouy<0

si (x,y) €[0,1] x[0,1]
six €[0,1]ety > 1

six>1etye[0,1]

s1non.
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Distribution jointe et distributions marginales : le cas continu

Par analogie avec les formules discretes

PIX =x]=)_ PIX,Y)= (X))
jeT

PIY =y] =) PI(X,Y) = (xi, %)),

e

on a
o= [ " f(x.y) dy

' (y) = /_ " Hx,y) ox.

Ceci montre comment extraire, dans le cas continu, les distributions marginales de
la distribution jointe.
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Distribution jointe et distributions marginales : le cas continu

Dans le cas du fast food, ceci donne

> "6 6xy 2y°1' 6x 2
= [ ey = [ 5(x+y2)dy=[?y+%] _

o "6 3x2  6xy2]' 3 6y?
fY(Y):/ f(x,y)dx:/o §(X+y2)dX:[T+ 5y}

(et ces fonctions prennent la valeur zéro ailleurs).
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Distribution jointe et distributions marginales : le cas continu

fAX(X)

1.5

1.0

0.5

0.0

0.0

0.2 0.4 0.6 0.8

Densité marginale de X

1.0

fAY(y)

1.5

1.0

0.5

0.0

0.0

0.2 0.4 0.6 0.8

Densité marginale de Y

1.0
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Distribution jointe et distributions marginales : le cas continu

Sur la base des distributions marginales, on peut calculer des probabilités
du type P[X € B] et P[Y € B], les espérances de X et Y, leur variance, etc.

Par exemple,

E[X] = / " x X (x) dx

E[(X — E[X])?] = [*_(x — E[X])*f*(x) dx (pour I'interprétation)
Var[X] =
{ E[X?] — (B[X])? = [~ x*fX(x) dx — (E[X])® (pour le calcul)

— 0
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Distribution jointe et distributions marginales : le cas continu

A titre d’illustration, on a par exemple

P[xz%]:P[XE[%JH: %1fx(x)dx:/; (%X+§)dx:...:£
P[YZH:P[YEHJH: ;fy(y)dy: ; (g+%’2)dy:...:§—;

E[X]:/_O;xfx(x)dx:/;x(%(Jrg)dx:...:

E[Y]zfzyfy(y)dy=/o1y(g+%)dy=.--=

Var[X] = E[X?] — (E[X])? = /_OO XX (x) dx — (g)z - = % ~0.073
Var[Y] = E[Y?] — (E[Y])? = /_OO v (y) dy — (g)z — = % — 0.080
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Distribution jointe et distributions marginales : le cas continu

On a montré comment calculer des probabilités via la formule

PI(X,Y) € B] = / / f(x, y) dy dx
B
pour des zones rectangulaires du type B = (ai, b1] x (az, bo].

Mais les applications conduisent souvent a des zones non rectangulaires.

Par exemple, le manager pourrait s’intéresser a la probabilité que le comptoir
standard soit moins utilisé que le drive-in.

(4
R - :
Ceci correspond a B. /|
PIX < Y] = P[(X, Y) € Bi]
ol B = {(x,y) € [0,1] x [0,1] : x < y}.
.
0 1
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Distribution jointe et distributions marginales : le cas continu
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Distribution jointe et distributions marginales : le cas continu

Parfois, c’est la structure méme du v.a. qui est non rectangulaire...

Exemple :

Soit X les revenus annuels nets d’'un ménage belge (en milliers d’€).
Soit Y les dépenses annuelles de ce menage (en milliers d'€).

Supposons que (X, Y) admette la fonction de densité

( 1
f(x,y) = 20000

(x—10)(y —10) s110<y <x<30

0 s1non.
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Distributions conditionnelles

Au chapitre 1, nous avons vu que connaitre la réalisation d’'un événement permettait
en général d’affiner la probabilité de réalisation d’'un autre événement.

Ici, on considere une situation ou on connait la valeur qu’a prise I'une des variables
aléatoires et on veut savoir si cette information permet d’affiner

m |la probabilité que 'autre variable prenne sa valeur dans une région donnee
(et par suite la distribution de I'autre variable), ou

m I'espérance ou la variance de l'autre variable.

Au contraire des distributions marginales, les distributions conditionnelles permettent
d’appréhender le lien entre X et Y.
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Distributions conditionnelles : le cas discret

Soit (X, Y) un v.a. discret.
Notons encore x;, I € Z, les valeurs possibles de X, et y;, j € J, les valeurs
possibles de Y. Supposons que la distribution jointe de (X, Y) est donnée par

X Xo oo (Xk)
4 P11 P21 oo (k1)
Yo P12 P22 .o (ko)
e) | (P1e)  (P2e) - (Pxe)

ou p; = P[X =x,Y =y

Rappelons que

ch.3-p.44



Distributions conditionnelles : le cas discret

Pour chaque x;, la distribution conditionnelle de Y|[X = x;] est donnée par

PIX=x,Y=y] pj

PlY = y|X = x| = PIX = x] o j=1,2,...(,¢)
valeurs possibles | y1 ¥y ... (V)
probabilités | BL Lz (Be)

Comme pour toute distribution discrete univariée, on peut en calculer I'espérance et
la variance (qui seront dites ici "conditionnelles") :

BlYIX=x]=3 y 2
jed Pie

> jes (v —E[YIX = x])?2L  (pour I'interprétation)

Z/'ej(y/)2ﬂ — (E[Y|X = x])* (pour le calcul)

Var[Y|X = xj] = {
Pie

ch.3-p.45



Distributions conditionnelles : le cas discret

E = lancer de deux dés (distinguables)

Q=1{(1,1),1,2),...,(1,6),(2,1),...,(6,6)} (~» A = P(Q))

X = somme des résultats de chaque dé
Y = différence des résultats de chaque dé

Distributions conditionnelles de Y sachant les diverses valeurs de X :

213 |4 | 5|6 |7 (8]|]9]10] 11|12
o (R IE] [ (5] [
cll ] ] ]|
2 (| 13| 3] |3
; 1NEIRE
4
s %

1 (1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Sachant [X = 3] = {(1,2),(2,1)}, le résultat de E est encore aléatoire, mais plus Y'!
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Distributions conditionnelles : le cas discret

Distributions conditionnelles de Y sachant les diverses valeurs de X, avec les

espérances et variances correspondantes :

23| 4 |5 6 7 8 | 9] 10 | 11| 12
0 | 1 3 5 5 3 1
1 1 : 5 y 1
2 3 5 5 3
3 : 3 :
4 5 5
5 3

1] 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
E |0]|1|133 |2 | 24 3 24 | 21138 | 1] 0
Var [ 0 | 0| 089 | 1| 224|267 | 224|108 | 0 | O

Les fonctions x; — E[Y|X = x;] et x; — Var[Y|X = x| portent souvent une informa-

tion importante sur le lien entre X et Y.
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Distributions conditionnelles : le cas discret

Jusqu’ici, on a supposé que X prenait une certaine valeur fixée x;.

Si on rend a X son caractéere aléatoire, on obtient deux nouvelles v.a. :

- la v.a. "moyenne conditionnelle E[ Y| X]", de distribution

valeurs possibles E[Y|X = xq] E[Y|X = xo] . (E[Y[X = x])
probabilités P1e = PIX=x1] poe =P[X=x2] ... (Pke=P[X=x])

- la v.a. "variance conditionnelle Var[Y|X]", de distribution

valeurs possibles | Var[Y|X = x4] Var[Y|X = xs] oo (Var[Y|X = x4])
probabilités Pie = PIX=Xi] poe =P X=x2] ... (Pke =P[X=X])
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Distributions conditionnelles : le cas discret

Un miracle :

Théoréme
E[E[Y|X]] = E[Y]

Preuve :

E[E[Y[X]] = > E[Y|X = x]pi (définitions de E[-] et de E[Y|X])

i€

_ Z (ny Py ) Die (expression de E[Y| X = xj])

€T jeg Pis

= > D ViPi

€L jeJ

_ ZW(ZP"J):Z”D’/:E[Y]' (]

jeg ez jeg
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Distributions conditionnelles : le cas discret

Distributions conditionnelles de Y sachant les diverses valeurs de X, avec les
espérances et variances correspondantes (+ illustration du miracle) :

2 | 3 4 5 6 7 8 9 | 10 | 11 | 12
0 1 3 5 5 3 1
1 1 5 : 5 1
2 5 5 5 3
3 : 3 >
4 5 5
5 3
1] 1 1 1 1 1 1 1 1 1| 1
E[Y[X=x] | 0 | 1 | 133 | 2 | 24 3 24 | 2 [ 133 1 |0
Var[Y[X=x] | O | O | 089 | 1 | 224|267 | 224 | 1 | 089 | 0 | O
E[E[Y|X]] =0 X g5 +1 X & +... = 22 =E[Y] (ch.3-p.24)
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Distributions conditionnelles : le cas discret

On a
E[E[Y|X]] = E[Y].

Par contre, il est en général faux que
E[Var[Y|X]] = Var[Y].

Mais on a le résultat suivant.

Théoreme
E[Var[Y|X]] = Var[Y] — Var[E[Y|X]].

Ce théoreme sera établi a la page 97 de ce chapitre.
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Distributions conditionnelles : le cas discret

On traite de la méme facon les distributions conditionnelles de X sachant Y...

Pour chaque y;, la distribution conditionnelle de X|[Y = y;] est donnée par

valeurs possibles | x1  xo ... (Xk)
ilité Py Pe Pig
probabilités oo by ( p.j)

oll P[X = x|Y = yj] = ”ij[;;;jyf] — Pij=1,2,...(,k). Et on peut définir

- poj,

BIX|Y =yl =3 x 2L
icT Pe;

Var[X|Y = y;] = Z(Xi —E[X|Y = y])° pij,
. Pe;
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Distributions conditionnelles : le cas discret

Distributions conditionnelles de X sachant les diverses valeurs de Y, avec les es-
pérances et variances correspondantes :

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 E Var
0|4 : : : : S 17 1167
1 5 5 5 5 5 117 8
2 ] ] : I 117 5
3 5 5 5 1|7 267
4 y : 117 1
5 1 117 0

(on a encore que E[E[X]| Y]] = E[X] et E[Var[X| Y]] = Var[X] — Var[E[X]Y]]).
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Distributions conditionnelles : le cas continu

Par analogie avec le cas discret ou

PIX =X, Y =y
P[X = X,']

PIX =x, Y =y
PlY =y]

les densités conditionnelles de Y|[X = x] et de X|[Y = y] sont

FYI=A )y = ff())(((;/)) et AUV (x) = ff(i((;’))

Il s’agit encore de densités de variables aléatoires (><vecteurs aléatoires) : on a

b
Pla< Y <bX=xI= [ ""y)ay,

a
et on définit

Ewwzﬂzj'yWWme

2 (v —B[Y|X = x])? f'¥=¥(y) dy (pour I'interprétation)

Var[Y|X = x| =
22y WXy dy — (E[Y|X = x])*  (pour le calcul)
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Distributions conditionnelles : le cas continu

Exemple :

Une chaine de restauration rapide vend des hamburgers selon deux modalités :

m un comptoir standard

B un drive-in

Soit X la proportion du temps ou le comptoir standard est occupé le jeudi.
Soit Y la proportion du temps ou le drive-in est occupé le jeudi.

Supposons que (X, Y) admette la fonction de densité
2 +yd) si(ny)el01]x[0,1]
(X, y) = 9

0 sinon.
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Distributions conditionnelles : le cas continu

Dans le cas du fast food, ceci donne en particulier (pour chaque x € [0, 1])

3(x +y?%)
, f(x,y) sty € [0,1]
Y|[X=x] ) 3 1
0 = g { X+ |
0 s1non,
ce qui livre
1 2
- 6X + 3
E[YIX = x] = Y|[X=x] _ (x+y°) _
YIX=x1= [y mdy = |y =5 -5 dy 12x + 4
et
Var[Y|X = x] :/ y2 fY”X:X](}/) dy — (E[Y|X = X])2
_/1 23(X_|_y2)d B 6Xx + 3 2_ _60X2—|—44X+3
— )Y Tax 12x +4) — " " 80(8x + 1)
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Distributions conditionnelles : le cas continu

1.0

0.6
|

E[Y[X=x]

0.4

0.2
|

0.0

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Au plus le comptoir standard est occupé, au moins le drive-in I'est (en moyenne)
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Distributions conditionnelles : le cas continu

o e
e 0]
o =
3 | \R
I>I< o
x
Pt
L
> \
o
o \'\
o
o
o
I |
0.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0

X

Graphes de E[Y|X = x] et g+ (x) = E[Y|X = x] £ V2 /Var[Y|X = x]
Vx,ona P[g_(x) < Y < g(x)|X = x] > 1 (Tchebychev)
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Distributions conditionnelles : le cas continu

Notre second exemple dans le cas continu :

Soit X les revenus annuels nets d’'un ménage belge (en milliers d’€).
Soit Y les dépenses annuelles de ce ménage (en milliers d’€).

Supposons que (X, Y) admette la fonction de densité
(

(x —10)(y —10) s110<y <x <30
f(x,y) = ¢ 20000

0 s1non.
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Distributions conditionnelles : le cas continu

30
30
[

20
|
20
|

15
|
ElX|Y=y]
15
|

E[Y|X=x]

10
10

I I I I
10 15 20 25 30 10 15 20 25 30

X y

Gauche : plus on gagne, plus on dépense en moyenne (mais I'incertitude )
Droite : plus on dépense, plus on gagne en moyenne (et I'incertitude \)
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Distributions conditionnelles : le cas continu

Dans le cas continu, on peut définir

m la v.a. "moyenne conditionnelle E[Y|X]|" comme la variable aléatoire prenant la
valeur E[Y|X = x] avec densité f*(x), et

m la v.a. "variance conditionnelle Var[Y|X]" comme la variable aléatoire prenant
la valeur Var[Y|X = x] avec densité *(x).

Alors, comme dans le cas discret, on a le résultat suivant.

Théoreme

(i) E[E[Y[X]] = E[Y]
(ii) E[Var[ Y| X]] = Var[Y] — Var[E[Y|X]]

Exercice : adapter la preuve de (i) au cas continu.

ch.3-p.61



Distributions conditionnelles : le cas continu

A titre d’illustration : dans le cas du fast food, on a

E[E[Y|X]] = / h E[Y|X = x] fX(x) dx

— 0

- /01 (162);134> (§(3X+1)> o

= / (6x + 3) dx

1

— [lo 3x2+3x)]0
3

o1 |

ce qui coincide bien avec E[Y] (voir ch.3-p.38).
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Plan du chapitre 3

Vecteurs aléatoires

m Indépendance



Indépendance

Un cas particulier de "lien" entre X et Y est la situation d’'indépendance.

X et'Y sont indépendantes (notation : X 1L Y)
< Pour tout By, B> € B, [X € By] AL [Y € By] (au sens du chapitre 1)

& Pour tout By, B, € B, P[X € By, Y € Bs] = P[X € B|]P[Y € By]

Si ces probabilités sont non nulles, ceci se réécrit P[Y € B:;|X € Bi] = P[Y € Bs]
ou P[X € B1|Y € By] = P[X € Bs] (ce qui fournit I'intuition d’'indépendance)

Pour les dés :

0=P[X=12,Y=5]#P[X =12]P[Y =5] = 5 x =.

Pour le fast food :

B =Pl < X<, <Y< #PR<X<HP <Y <i]=2 x5

Dans les deux cas, X et Y ne sont donc pas indépendantes.
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Indépendance

Le résultat suivant présente des caracterisations de l'indépendance.
X1Y
S Vx,y, F(x,y) = FX(X)F"(y), ot FX(x) = P[X < x] et F'(y) = P[Y < y]

s Vi, j, PIX=x, Y =y] = P[X =x]P[Y = y] (cas discret)
vx,y, f(x,y) = X (x)f"(y) (cas continu)

& Vi, f, P[Y = yj|X = xi] = P[Y = y,] (cas discret)
vx, y, f'1X=X(y) = ¥ (y) (cas continu)

< Vi, j, P[X = x|Y = y;| = P[X = xi] (cas discret)
vx, y, X1 (x) = #(x) (cas continu)

On a que X 1L Y exactement quand les distributions marginales et conditionnelles
coincident (ce qui est intuitivement clair!), une situation ou, en particulier, les fonc-
tions d’espérances conditionnelles x — E[Y|X = x| et y — E[X|Y = y| (comme
celles de variances conditionnelles) sont constantes.
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Indépendance

30
30
I

25

E 9 | / z u‘—) =
L L
= =
wn - 0 —
oS = = O — - -
I I I I
10 15 20 25 30 10 15 20 25 30
X Y.

X (les revenus) et Y (les dépenses) ne sont donc pas indépendantes...
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Indépendance

E =lan
cer de :
?( i {g1 G d2e)ux dés (distinguables
y : rc?sultat du 1<;}.d.'7 1OHED- |
— résultat du 2nd deé e

3 3
3
3

VI v —
] Pij = PiePej = X 1LY
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Indépendance

Cette indépendance se traduit aussi par le fait que, pour chaque x;, la distribution
conditionnelle de Y|[X = x;] coincide avec la distribution marginale de Y

11234 |5|6 Yi | Pej
I I B O O 11 1
6 | 6 | 6 | 6 | 6 | 6 6
N R R A A AT I o | 1
6 | 6 | 6 | 6 | 6 | 6 6
1 | 1 1 1 1 |1 1 | 1 1
Sl |5 |5 |5|5]|s 3| 5
1 1 1 1 1 1 |1 1 | 1 1
15|65 |55 |55 415
1 | 1 | 1 1 1 | 1 | 1 1
Sls |5 |6 |5 ]|5]|5 S| &
1 | 1 1 1 1 | 1 | 1 1
616 |5 |5 |5 |55 6| &
1111711171 1
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Indépendance

En haut de 'avenue Héger, on

m le temps X (en min) jusqu

observe

'a la prochaine arrivée d’un bus 71 (direction ville)

m le temps Y (en min) jusqu’a la prochaine arrivée d’un tram 8 (direction ville)

Supposons qu’un 71 passe ex

actement toutes les 10 minutes, qu'un 8 passe exac-

tement toutes les 8 minutes, et que (X, Y) admette la densité

‘

f(x,y) = <

On vérifie alors aisément que
1 S1 X €

A(x)={ 10
0  sinon

ce qui implique que f(x,y) =

\

81_0 st (x,y) € [0,10] x [0, 8]

0 sinon.

1 :
0,10 — 0,8
0,100 -l g sivels
0  sinon,

X (x)fY(y) ¥x,y.Onadonc X I Y.
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Indépendance

Puisqu’on a défini au chapitre 1 I'indépendance mutuelle de plus de deux événe-
ments, on peut adopter les extensions suivantes de la définition en page 63.

X1, Xo, ..., Xk sont mutuellement indépendantes

& Pour tout B1,Bg, Ce e B, € B, [X1 c B1], [X2 c Bz], Ce e [Xk c Bk] sont
mutuellement indépendants (au sens du chapitre 1)

y
Xi, Xo, ... sont mutuellement indépendantes

< Pourtout By, Bz, ... € B, [Xi € By],[Xz € By], ... sont mutuellement
indépendants (au sens du chapitre 1)

A\

Ceci sera important pour I'inférence statistique, qui supposera (dans ce cours) que
les observations sont des réalisations de v.a. indépendantes (pas de couples dans
les sondages, ni de "séries chronologiques"!)
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Indépendance

Exemple :

X1 = nombre d’accidents de voiture par jour a Ixelles
X> = nombre d’accidents de voiture par jour a Etterbeek
X3 = nombre d’accidents de voiture par jour a Uccle

Lensemble des valeurs possibles de (Xi, Xz, X3) est N x N x N.
Si la distribution jointe est telle que

)\Qﬂ )\gz)\gs
(ki) (ko) (k3!)’

on peut verifier que Xi, X> et X3 sont mutuellement indépendantes.

P[X: = ki, Xo = ko, Xz = ka] = e M1 "27 e A, A2, Az > 0,

Remarques :
- )(, ~ POi()\,'), | = 1,2,3.
-Si A = X2 = A3, X1, X2 et X3 sont i.i.d. (indépendantes et identiguement distribuées).
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Indépendance

Dans la suite, nous considérerons des espérances du type E[g(X, Y)], qui font
intervenir a la fois X et Y.

(i) Pour (X, Y) discret, de distribution (xi, y;, pi = P[ X =xi,Y =y]),i€Z,j € J,
Elg(X, V)] =) > a(x,y)pj.

€T jeT

(ii) Pour (X, Y) continu, de fonction de densité f(x, y),

Elo(x. V)] = [ N / " g(x.y) f(x,y) dy dx.

On peut aussi définir des versions conditionnelles de telles espérances :
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Indépendance

(i) Pour (X, Y) discret, de distribution (xi, y;,pij = P[ X =xi,Y =y]),i€Z,j € J,

Pij
Pie

E[9(X, Y)IX = x] =Y g(xi, y)PIY = yjIX = x] = > _ 9(x:, y))
jeET jeg

(i) Pour (X, Y) continu, de fonction de densité f(x, y),

Elo(x. IX=x = [ " g0 y) () dy

= /_ N a(x,y) ff()f( )f)) ay.

(iif) Dans les deux cas, on définit la variable aléatoire E[g(X, Y)|X] a travers la
relation E[g(X, Y)|X](w) = E[g(X, Y)|X = X(w)].

Alors E[E[g(X, Y)|X]] = E[g(X, Y)] et E[1(X)g(X, Y)|X] = h(X)E[g(X, V)| X]
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Indépendance

Théoreme
X 1L Y = E[XY] = E[X] E[Y]

Preuve : dans le cas continu (le cas discret est laissé comme exercice), on a

E[XY] = /_O:O /_O:Oxyf(x,y)dydx

/_O:o /_Z xy ()" (y) dy dx

= ([ xrwax) ([ yrriay) —ExEm

ou on a utilisé la remarque de ch.3-p.29. ]

Remarque : 'hnypothese d’'indépendance ne peut étre retirée
(si on pouvait, on aurait Var[X] = E[X X] — (E[X])(E[X]) = 0 pour toute v.a. X!)
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Indépendance

Si X 1L Y, alors h(X) 1L g(Y) Vh, g (exercice).
Ceci permet de montrer le résultat suivant.

Théoreme
X1UlY= MX+y(t) =S Mx(t)My(t)

Preuve : X 1L Y = &% 1l e'. Donc
My v(t) = E[eT1)] = = Mx(t)My(t),

par : ]
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Indépendance

Ceci permet de prouver certaines propriétés d’additivité.

Supposons que X 1L Y. Alors

(i) X ~ Bin(ny,p) et Y ~ Bin(nz, p) = X + Y ~ Bin(n + n2, p).

(i) X ~ Poi(Ay) et Y ~ Poi(A2) = X + Y ~ Poi(A\1 + A2).

(i) X ~ N (p1,07) et Y ~ N(uz,05) = X+ Y ~ N (1 + piz, 0f + 03).
(iv)wai1 ez‘wai2 = X + wai1+k2.

Preuve : (i) Si X ~ , alors (ch.2-p.94). Donc,
Mxiy(t) = Mx(t)My(t) = (1—p+pe’)" (1—p+pe') = (1 — p+ pe')" "™ = Mz (1),

ou Z ~ Bin(ny + no, p). Puisque X + Y et Z ont la méme fonction génératrice des
moments, elles ont la méme distribution (ch.2-p.95).

(i) —(iv) Exercices! []
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Plan du chapitre 3

Vecteurs aléatoires

m Covariance, corrélation, et matrice de variance-covariance



Considérons un portefeuille boursier valant
Z=X+Y,

ou X est la valeur de l'actif Ay et Y est la valeur de I'actif As.

m La valeur attendue pour Z est
E[Z] = E[X] + E[Y],

qu’on peut évaluer sur la seule base des distributions marginales de X etde Y
(pas besoin de la distribution jointe).

m Qu’en est-il du risque de Z, qui peut étre mesuré par Var[Z] ?
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Les propriétés de I'espérance mathématique fournissent
VarlZ] = B[(Z ~ EIZ))"] = E[(X + Y ~ EIX + Y]’
E[X]+E[Y]
= BI{(X — E[X]) + (Y — E[Y])}’]
= E[(X — E[X])’] + E[(Y — E[Y])’] + E[2(X — E[X])(Y — E[Y])]
- +2E[(X — E[X])(Y — E[Y])].

Le risque de Z = X + Y n’est donc pas égal a :
Il peut étre plus grand ou plus petit en fonction du signe de la quantité suivante.

Définition

La covariance entre X et Y est Cov[X, Y] = E[(X — E[X])(Y — E[Y])]
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Covariance

Comment interpréter la covariance Cov[X, Y] = E[(X — E[X])(Y — E[Y])] ?

Ay A\ Yy
- + - +
Elv]| _
(X,Y) =Y (X.Y)
e -
-+ - + -
X g,

Si (X, Y) se réalise plus souvent dans les zones "+" (ou de fagon plus extréme),
Cov[X, Y] sera positif, et inversément.
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Covariance

~+ Cov|[X, Y] est une mesure de dépendance linéaire

81

Prix de I'actif 2 (Y)
80

79
|

77
|

26 28 30 32 34 26 28 30 32 34

Prix de l'actif 1 (X) Prix de l'actif 1 (X)

Dépendance positive (Cov[X, Y] > 0) Dépendance négative (Cov[X, Y] < 0)
Var[X + Y] > Var[X] 4 Var[Y] Var[X 4 Y] < Var[X] 4 Var[Y]
X =INGetY =BNP? X =ING et Y = Colruyt?
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Covariance

comptoir traditionnel - drive-in Revenus - depenses
e \\\ Q
L7 0
= 0
L
° | | L | | u
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 10 15 20 25 30
X X
Dépendance négative Dépendance positive
Cov[X, Y] = —0.01 Cov[X, Y] ~ 7.11
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Covariance

Définition
La covariance entre X et Y est Cov[X, Y] = E[(X — E[X])(Y — E[Y])]

(i) Var[X + Y] = Var[X] + Var[Y] + 2 Cov[X, Y]
(i) Cov[X, Y] = E[XY] — E[X] E[Y]

(iii) Si X 1L Y, Cov[X, Y] =0

(iv) Si X 1L Y, Var[X 4+ Y] = Var[X] + Var[Y]

Preuve : (i) ceci a été prouvé en ch.3-p.77. (ii) On a
Cov[X, Y] = E[(X — E[X])(Y — E[Y])] = E[XY — XE[Y] — E[X]Y + E[X]E[Y]]
= E[XY] — E[X]E[Y] — E[X]E[Y] + E[X]E[Y] = E[XY] — E[X]E[Y].

(iii) Le résultat découle directement de (ii) et du théoréme en ch.3-p.73. (iv) Ceci
découle directement de (i) et (iii). ]
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Covariance

Lexpression Cov[X, Y] = E[(X — E[X])(Y — E[Y])], qui conduit aux formules

2iet 2jeg (X — BIX])(y; — E[Y])p; (cas discret)

ov[X, Y] =
C [ ) ] { ffooo ffOOO(X . E[X])(y _ E[Y]) f(X, y) dy ax (CaS ContimI),

a permis ci-dessus l'interprétation de la covariance.

Lexpression , Qui méne a
Y icr 2 ic 7 Xiyipi — E[X]E[Y] (cas discret)
Cov[X, Y] ={ ' Ie7 77
[= = xyf(x,y)dydx —E[X]E[Y] (cas continu),

est souvent plus pratique pour I de la covariance.

La situation est donc similaire a celle de la variance.
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Covariance

E = lancer de deux dés (distinguables)
Q={(1,1),(1,2),...,(1,6),(2,1),...,(6,6)} (~ A =P(Q))
X = somme des résultats de chaque dé

Y = différence des résultats de chaque dé

> 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
0l L T T T T T
36 36 36 36 36 36
’ 2 2 2 2 2
36 36 36 36 36
5 2 2 2 2
36 36 36 36
2 2 2
3 36 36 36
2 2
4 36 36
2
S 36

On a Cov[X, Y] = 0 (exercice), ce qui n’est pas si surprenant
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Covariance

Dans I'exemple précédent, Cov[X, Y] = 0 mais X et Y ne sont pas indépendants.
On en conclut que

m Limplication X 1l Y = Cov[X, Y] = 0 est un théoreme.
m Limplication X 1l Y < Cov|[X, Y] = 0 n'est pas vraie en général.

La covariance n’est donc pas une mesure parfaite de dépendance
(c’est une mesure de dépendance linéaire)
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Covariance

Propriétés supplémentaires de la covariance :

Soient X, X1, X2, Y, Y1, Yo des variables aléatoires et c, ¢i, ¢, € R. Alors
(I) COV[C1 Xy + CQXQ, Y] = Cq{ COV[X1, Y] -+ CQCOV[XQ, Y]

(i) Cov[X, c1 Y1 + 2 Y2] = ¢1Cov[X, Yi] + c:Cov[X, Y2]

(iif) Cov[X, Y] = Cov[Y, X]

(iv) Cov[X,c] =0

(v) Cov[X, X] = Var[X]

(vi) |Cov[X, Y]| < «/Var[X]+/Var[Y], et I'égalité a lieu si et seulement si
Y=a+pXps ouX=a+ BY p.s. pourcertains o, 5 € R.

Exercice : prouver (vi) en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz (ch.2-p.43).
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Corrélation

La corrélation est une version normalisée de la covariance, dont on peut non
seulement interpréter mais aussi la valeur absolue.

Définition

Cov[X, Y]
\/Var[X] \/Var[ Y]

La corréelation entre X et Y est Cort[X, Y] =

Théoreme

(1)
(ii) |Corr[ X, Y]| < 1, et I'égalité a lieu < Ja € R, 5 € Ry telsque Y = a + X p.s.

Au plus |Corr[ X, Y]| est proche de 1, au plus la dépendance linéaire est forte
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Corrélation

Corr(X,Y]=0.5 Corr[X,Y]=0.8 Corr[X,Y]=1
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Prix de l'actif 2 (Y)
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T T T T T T
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Prix de I'actif 1 (X) Prix de I'actif 1 (X) Prix de l'actif 1 (X)

Au plus |Corr[ X, Y]| est proche de 1, au plus la dépendance linéaire est forte
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Corrélation

comptoir traditionnel - drive-in Revenus - depenses
= — 8
0 _
© _| N
o
\ = /
=< 0 = \'\
o
X o
o
=4
o | \\
o 0 -
S o - i
| I I I
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 10 15 20 25 30
X X
Corr[X, Y] ~ —0.13 Corr[X, Y] ~ 0.49
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Corrélation

Soient X, Y, X1, Xz, Y1, Yo des variables aléatoires et ¢y, ¢, di, d> € R. Alors
(i) Corr[c1 X + di, 2 Y + 2] = S(c1)S(c2)Corr[ X, Y], ou S(a) est le signe de a
(i) Corr[ X, Y] = Corr[Y, X]

(i) Corr[ X, c] = 0

(iv) Corr[ X, X] = 1

(v) X 1L Y = Corr[X,Y] =0
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Matrice de variance-covariance

Lopérateur d’espérance E[-] peut étre appliqué a un vecteur ou a une matrice,
auquel cas on prend 'espérance composante par composante.

Aunva.Z = (%), il est alors classique d’associer

(%)

X — E[X
Y — E[Y

B Son vecteur moyen

Mz :E[Z] =E

B sa matrice de variance-covariance

>z = Var[Z] = E[(Z — E[Z])(Z — E[Z])"] = E

) (x _E[X] Y- E[Y])

< (X — E[X])? (X —E[X])(Y —E[Y]) ) _ < Var[X]  Cov[X, Y] )
(Y — E[Y])(X — E[X]) (Y —E[Y])? Cov[X,Y]  Var[Y]
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Matrice de variance-covariance

Soit A une matrice 2 x 2, b = (2;) et A € R. On vérifie facilement que

B uazip =Auz+b
m Y, =AX A

et

mEDL Z+N=b"puz+
m Var[b'Z + N\ =b"Xz(b")" = b"Eb.

En particulier, b’ ¥zb = Var[b" Z + \] > 0.
~ 2 7 est semi-définie positive (et bien entendu symétrique).
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Soient X et Y deux v.a.
Supposons que X est observé, mais pas Y.
Il est commun de vouloir "prédire" Y sur la base de X.

Exemples :

X = revenus annuels d’un ménage belge (en milliers d’€)
Y = dépenses annuelles d’'un ménage belge (en milliers d’€)

X = la proportion du temps ou le comptoir standard du fast food est occupé
Y = la proportion du temps ou le drive-in est occupé

X = mesure du stress a un examen (en pourcentage du maximum)
Y = note sur 20 obtenue a cet examen

La prédiction requiert d’identifier une fonction de régression m telle que Y ~ m(X).
~~ Le prédicteur de Y sera alors simplement Y = m(X).
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Régression générale

Puisque E[(U — V)?] = 0 implique que U = V p.s. (voir (v), ch.2-p.43), on peut lire
E[(U — V)?] comme une distance entre les v.a. U et V. La définition suivante vise
donc a rendre I'approximation Y =~ m(X) aussi bonne que possible.

Définition

La fonction de regression m., est celle qui minimise 'erreur quadratique
moyenne E[(Y — m(X))?].

Le prédicteur de Y qui en résulte est ¥ = mi..(X).
Sa qualité est mesurée par I'erreur de prédiction E[(Y — M (X))?].

Théoréme

(i) ms(x) = E[Y|X = x| pour tout x
(i) E[(Y — Miee (X))*] = E[Var[ Y| X]]
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Régression générale

Revenus - depenses comptoir traditionnel - drive-in
3 2
0 _|
N ©
@
8 B / \
X
=
L <
3
=
AN
0 — o |
° 1 - 2
I I I I
10 15 20 25 30 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
X X

Graphes de my(x) = E[Y|X = X]
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Régression linéaire

Stress - Resultat

15 20

E[Y|X=X]
10

0 20 40 60 80 100

Graphe de my,(x) = E[Y|X = X]
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Régression générale

Preuve : (i) pour toute fonction m, on a
E[(Y — m(X))*|X]
= E[{(Y )+ ( - m(X))}*|X]

= E[(Y — E[Y|X])*|X] + E[(E[Y|X] — m(X))*|X] + 2E[(Y — E[Y|X])(E[Y|X] — m(X))|X]

= Var[Y|X] + (E[Y|X] — m(X))" + 2(E[Y|X] — m(X)) E[(Y — E[Y|X])|X]
— Var[Y|X] + (E[Y|X] — m(X))2. ATAETAE
En prenant I'espérance, on obtient

E[(Y — m(X))?] = E[Var[ Y| X]] + E[(E[Y|X] — m(X))?]. (*)

Pour minimiser ceci, il faut donc prendre m(X) = E[Y|X].

(i) Au vu de (*), la valeur minimale de E[(Y — m(X))?]) estdonc E[Var[Y|X]]. O
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Régression générale

Preuve du théoreme énonceé en ch.3-p.51 :

Ci-dessus, on a prouveé (*) pour une fonction m quelconque.
Si on prend m(x) = E[Y], on obtient

E[(Y — E[Y])*] = E[Var[Y|X]] + E[(E[Y|X] — E[Y])"],
ce qui fournit

Var[Y] = E[(Y — E[Y])?] = E[Var[Y|X]]+E[(E[Y|X]— E[Y] )?]
N~

=E[E[Y]X]]

— E[Var[Y|X]] + Var[E[Y|X]]. =
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Régression linéaire

Parfois, la relation entre X et Y est linéaire ou

Exemple : revenus - dépenses
le fast food

On gagne alors a se restreindre a des fonctions m de la forme x — m(x) = ax + 5,
car cela fournit un modele simple et interprétable pour la relation entre X et Y.

Définition

La fonction de regression linéaire my.qin €St la fonction x — m(x) = ax + 8 qui
minimise I'erreur quadratique moyenne E[(Y — m(X))?]

La qualité de la prédiction sera alors mesurée par

E[(Y = Miegin(X))?] (> EI(Y = meg(X))] ).
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Régression linéaire
Notons oxy = Cov[X, Y] et pxy = Corr[ X, Y].

(I) mreglin(x) = axyX + BXY; ou
Oy

axy =pxy— et Bxy = by — axyx.
X

(i) E[(Y = Miein(X))*] = (1 = 0%y )oy.

Léquation y = meeqin(X) = axyX + Bxy de la droite de régression se réécrit donc
(y — ny) = axy(x — ux). La droite est de pente axy et passe par le point (ux, py).

Le signe de la pente est le signe de pxy.

Lerreur de prédiction est décroissante en |pxy]|.
m |oxy| = 0 fournit donc I'erreur de prévision maximale
m |pxy| = 1 fournit donc 'erreur de prévision minimale (en fait nulle !)
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Régression linéaire

Revenus - depenses comptoir traditionnel - drive-in
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Graphes de m,.,(x) = E[Y|X = x] et de Mieqiin(X) = axyX + Bxy
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Corrélation

Corr(X,Y]=0.5 Corr[X,Y]=0.8 Corr[X,Y]=1

83
1

82
1

81

80

Prix de l'actif 2 (Y)

79

T T T T T T
24 26 28 30 32 34 36

Prix de I'actif 1 (X) Prix de I'actif 1 (X) Prix de l'actif 1 (X)

Au plus |Corr[ X, Y]| est proche de 1, au plus la dépendance linéaire est forte
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Régression linéaire

Preuve : (i) il s’agit de trouver les minima (axy, Bxy) de la fonction
(@, 8) = h(e, B) = E[(Y — aX — §)?]
=E[{(Y —11v)—a (X —px) + (11v —apx — B)}7]

= E[(Y — uv)’] +0” E[(X — 11x)"] +(ny — apx = B)* = 22 E[(X — px)(Y — py)] +0 + 0.

-~ -~

2 2 o
oy o XY

Ces minima se trouvent parmi les solutions du systeme

p

oh
a—a(aaﬁ) =0

oh
%(aaﬁ) =0

(voir le cours de math de bloc 2)
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Régression linéaire

Puisque h(a, 8) = o5 + ofo% + (uy — apx — B)* — 200 %y, ce systéme se réécrit
200 + 2(uy — apux — B) X (—px) — 20xy =0
2(py —apx — B) x (=1) =0,

et admet pour unique solution

oxy oxy Oy Oy '

O'X Ooxoy ox gx
!
B =py —aux = Bxy.

On montre facilement que (axy, Bxy) est bien un minimum global.

(if) La valeur minimale associée est alors
h(Oé B ) _ 2 2 2 o o 2 o 2
Xy Bxy oy + axyox + (uy — axyux — Bxy) axy
2 o 2 2 2o 2
= oy + pxyoy +0° — 2pxyoy

= (1 —Piy)ff%- L]
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Régression linéaire

Un tel modele linéaire est parfois a éviter!

Stress (x) - Resultat (y)

20

15

E[Y|X=X]
10

0 20 40 60 80 100

Graphes de My, (x) = E[Y|X = x| €t Megin(X) = axyX + Bxy
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Lois normales bivariées

Le v.a. Z = (X, Y) est de loi normale bivariée de parameétres s, pz, 0%, 05, p
si Z admet la fonction de densité

|

2rnoio2y/1 —p

1 (X—/u)z_zp(X—M1)(Y—uz)+(Y—uz)2

f(x,y) =

2

e 2(1-p%) o o1 o2 o5

lci, w1, 2 € R, 02,05 e RS, et p € (—1,1).

Pour rappel, la densité permet de calculer des probabilités via

P[(X, Y)eB]://Bf(x,y)dydx VB € B°.
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Lois normales bivariées

Loi normale bivariée standard

-
AN — 2
> O
C}l )
C? —
| | | | | |
23 -2 -1 0 1 2 3
X
Densité de la loi normale bivariée avec Courbes de niveau de cette densité

(:U'17:u'270-1270-§7p) — (0707 17 170)
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Lois normales bivariées

Loi normale bivariée

o
Y \\tx\\\\\\‘\‘\\\*:l~ 3

\\\\\\‘

0

Densité de la loi normale bivariée avec Courbes de niveau de cette densité

(p1, p2, 05,05, p) = (-2,1,1.5,3.5, —0.65)
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Lois normales bivariées

Pour interpréter les paramétres 1, uz, 0%, 03, p, nous allons déterminer les
distributions marginales et conditionnelles de cette loi.

Nous aurons besoin de l'identité f(x, y) = hy(x) , OU
1 5 —m)?
X — hi(x) = e *%i
1) \V2To

est la fonction de densité de la loi N'(u1,0%), et ou

y =

,\V/X,

(Etablir cette égalité est un exercice calculatoire facile).
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Lois normales bivariées

Soit Z = (X, Y) de loi normale bivariée de paramétres i1, 2,02, o5, p. Alors
(i) X ~ N(p,0%)
(ii) Y ~ N(p2,05).

Les distributions marginales d’'une loi normale bivariée sont normales (univariées).
On a uy = E[X], uz = E[Y], 6% = Var[X] et o5 = Var[Y].

Preuve : (i) I'identité f(x, y) = hi(x)ha2(x, y) livre

o= [ "t y) dy = hi(x) / N dy = hi(x).

G J/

3

Puisque hy est la densité de la loi N (11, 0%), ceci établit le résultat.

(ii) La preuve est similaire, mais requiert une autre identité pour f (exercice). ]
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Lois normales bivariées

Soit Z = (X, Y) de loi normale bivariée de paramétres i1, 2, 0%, o5, p. Alors
(i) Y|[X = X] ~ N(p2 + pozoy ' (X — p1),05(1 — p°))
(i) X|[Y = y] ~ N(1 + porog ' (y — k), 05 (1 = p%)).

Preuve : (i) le théoréme précedent livre

ix=xl, n _ T(XGY) — hi(X)
W= 550 T oo

Puisque y — ho(x, y) est, Vx, la densité de la loi N (uz + poao; ' (x — p1),05(1 — p%)),
ceci établit le résultat. (ii) La preuve, qui fait usage de l'identité requise pour montrer
la partie (ii) du théoréme précédent, est entierement similaire. ]

Mieg(X) = E[Y|X = X] = p2 + po2o; ' (x — p1) est une fonction "lingaire" de x.
Var[Y|X = x] = 05(1 — p?) ne dépend pas de x (on parle d’homoscédasticité).
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Lois normales bivariées

Revenus - depenses

30

20 25
|

15
|

E[Y|X=x]

10

10 15 20 25 30

E[Y|X = x] n'est pas linéaire Vx € R et Var[Y|X = x] dépend de x (hétéroscedasticité)
= (X,Y) n'est pas de loi normale bivariée
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Lois normales bivariées

Ceci nous permet d’

Puisque E[Y|X] = 2 + p22(X — 1), 0n a

Cov[X, Y] £ E[(X — E[X])(Y — E[Y])] = BI(X — u1)(Y — p2)] = E[EI(X — u1)(Y — piz)|X]]

= E[(X — pu1)E[(Y — p2)|X]] = E[(X — 1) (E[Y|X] — p12)] = p=2 Var[X] = poio.
N ~~ / U1 N
sz—f(x—m) =o?

Ceci livre

COV[X, Y] _ PO10?2 _
\/ Var[X]4/Var| Y] 0102

Corr[X, Y] =

On conclut donc que
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Lois normales b

—0.65

Var[X] = 1.5,03 = Var[¥] = 3.5, p = Corr[X, Y] =

2
1

E[Y]=1,0

p =E[X] = -2, o
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Lois normales bivariées

w1 =E[X]=0,pu2 =E[Y] =0,0% = Var[X] = 1,05 = Var[Y] = 1, p = Corr[X, Y] =0
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Lois normales bivariées

En utilisant I'interprétation des parametres et le fait que E[ Y| X = x| = uo + pj—f(x — 1),
on obtient

o)
mreglin(x) = pxy— X +

= 2+ p 2 (X — 1)
01
— E[Y|X = X]

= Mheg(X).

Ceci confirme que, pour la loi normale bivariée, la fonction de régression m
coincide avec la fonction de régression linéaire Miegin.
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Lois normales bivariées

Théoreme

Soit (X,Y) de loi normale bivariée.
Alors X 1L Y < Cov[X, Y] =0

Preuve : (=) Cette implication est toujours vraie (voir ch.3-p.81).
(<) Si Cov[X, Y] =0, alors p = Corr[X, Y] = 0. Donc la densité de (X,Y) est

A (x = m)? L= p2)?
) = e 2L Ao
’ 270109
1 1 (x—m)? 1 (Y — p)®
2 o2 2 o2 X y
— e 1 e 2 = " (x)f
(\/ 2701 ) (\/ 270> > GO ()
pour tout x, y, ce qui implique que X 1L Y. []

Nous avons vu précédemment que I'implication (<) n’est pas vraie en général
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Lois normales bivariées

Nous terminons la présentation de ces lois par leur notation matricielle.

Désignons le vecteur moyen et la matrice de variance-covariance par

= ") et ¥ = 7 PO
2 poioa 05

On vérifiera alors facilement que

1

2no1o2y/1 —p

1 [(X—u1)2_ZP(X—M1)(Y—M2)+(}/—M2)2]

2 2

f(X>y) —

2

><e_2(1 — p?) o oF op o5
112G = (G) )
21 v/det &
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Jusqu’ici, nous nous sommes restreints aux vecteurs aléatoires bivariés.

Mais on doit souvent considérer plus de deux variables aléatoires simultanément,
que ce soit

m pour étudier un portefeuille boursier composé de plus de deux actifs,

m pour prédire une variable sur la base de plusieurs autres variables
(le résultat a I'examen sur la base du stress, du nombre d’heures d’étude, etc.),

Sans rentrer dans autant de détails que dans le cas bivarié, nous allons donc
considérer des v.a. k-variés

X=(X,...,X)",

ou chaque X, est une variable aléatoire. On définit la fonction de répartition comme
F(x1,...,Xk) = P[X1 < x1,..., Xk < x| pour tout (xi, ..., Xk).
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Dans le cas discret, chaque X, n’a gu’un nombre fini ou infini dénombrable de
valeurs possibles : x'“), i € (9.

La distribution de X est encore déterminée par la collection de toutes les valeurs
possibles de X = (Xi,...,Xx)" accompagnée des probabilités correspondantes
Pi,...i, = P[X1 = Xi§1)7 . ,Xk = X,-E(k)].

On détermine la probabilité que X se réalise dans un borélien B C R* via

PIX € B] = S Py i

et on calcule des espérances selon

E[g(Xi, ..., X)] = Z g(x“),.. XY Py

.....
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Pour des espérances du type E[g(X¢)], on utilisera plut6t

E[g(X:)] = Zg (E) (E) ou p,(e) P[X, = X,-Ef)] = Z Pi, ...i »

(I.1,...,I'£_1,I'e+1 ..... Ik)

fondée sur la distribution marginale de X, (valeurs possibles x,.(f), de probabilités
respectives p“))

De méme, des espérances du type E[g(X¢, Xm)] peuvent étre calculées via
E[g(Xe, Xm)] = > g(x”, x\™) pihm,
Ig Im
ou
P = PIX, = X, X = x(™] = > pi...

(1 s e erig— 1 yipt s ol st 5+ i)

caractérise la distribution jointe (bivariée) de (X, Xn).
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On peut aussi considérer des distributions marginales de dimension supérieure.
C’est en fait nécessaire pour calculer les distributions conditionnelles puisque le
dénominateur de

PIXe = XX = X, Xy = T Ko = X, X=X

lp

lg—1

P =X X =X X = XD Xe= 1)

est associé a une distribution marginale (k — 1)-variée (on peut encore définir des
esperances et variances conditionnelles sur base de ces distributions conditionnelles).

Remarque : on peut vérifier que Xi, ..., Xk sont mutuellement indépendantes si et
seulement si p;,_;, = pi ... p" pourtout ir, ... ix.

On utilisera ceci dans la partie "inférence statistique", ou les k(= n) observations
seront supposées étre des variables aléatoires mutuellement indépendantes.
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La loi multinomiale

Une distribution multivariée discréte particuliere

Soient k,n € Ny et py,...,px € (0,1) tels que 3 5_, pe = 1.
Soit E une expérience aléatoire a k résultats possibles, avec P[résultat ¢] = py.

Alors X = (Xi,...,Xk)" est de distribution multinomiale de paramétres n, p1, . .., P«
(notation : X ~ Multin(n, py,...,px)) Si Xe, £ =1,..., k, compte le nombre de résul-
tats ¢ dans une suite de n répétitions indépendantes de E.

Les valeurs possibles sont tous les (s, ..., n) tels que S_5_, n, = n.
Les probabilités correspondantes sont

Clairement, X, ~ Bin(n, p;).
On a donc E[X;] = np, et Var[X;] = npe(1 — p¢).
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La loi multinomiale

Il est aussi clair que, pour £ £ m, on a X; + Xm ~ Bin(n, p; + pm).
On a donc Var[X; + Xm| = n(pe + pm)(1 — (Pe + pm))-

Puisque Var[ X, + Xn] = Var[X,] + Var[Xn]| 4+ 2Cov[X,, Xn], on obtient donc (exercice)
Cov[Xe, Xm] = —npepm

Les X; ne sont donc pas indépendantes. Ce n’est pas étonnant (pourquoi ?)
n’est pas étonnant non plus (pourquoi ?)

Un exemple de loi multinomiale :

Au 1er tour de la derniere élection présidentielle francgaise, on interroge n personnes
sur leurs intentions de vote parmiles k candidats. En notant X, le nombre de sondés
déclarant vouloir voter pour le candidat /,

(X1,...,Xc)" ~ Multin(n, p1, . . ., Px),

ou p, est la proportion des Francais en faveur du candidat Z.
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Le cas continu

Pour décrire le cas continu, nous adoptons volontairement le méme schéma de
présentation que pour le cas discret, dans le but de mettre en évidence les analogies
fortes entre les deux types de formules.

Le v.a. X est continu si il existe une fonction f : R — R* telle que
P[X € B] :/f(x1,...,xk)dxk...dx1
B

pour tout borélien B c R*. Cette fonction f, encore appelée fonction de densité de
probabilité, est liee a F a travers la relation

OF (x %)
X1 ... Ox Tk

f(X1,...,Xk) 1=

On calcule alors des espérances selon

E[g(X1,...,Xk)]:/ / (X1, ..., Xk ) F(X1, ..., Xk ) dXx ... dXxq.
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Le cas continu

Pour des espérances du type E[g(X¢)], on utilisera plutot

Elo(x)] = [ " g0x) P (xe) dixe,
ou

¢ (xe) :/ / F(X1,. .., Xk) OXk . .. dXes1OXp—1 ... dXq
est la densité marginale de X;.

De méme, des espérances du type E[g(X¢, Xm)] peuvent étre calculées via

E[g(Xe, Xm)] = / / 9(Xe, Xm) FXE5™) (x4, Xim) dXmdXe,

ou
f(XE’Xm)(Xg,xm):/ / F(Xt, ..o, Xk) Xk o Oy OXin1 . .. X1 AXo_q . .. dXq

est la densité marginale de (X, Xim).
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Le cas continu

On peut ici aussi considérer des distributions marginales de dimension supérieure,
comme c’est le cas (au dénominateur) dans les densités conditionnelles

fXgl[X1 :X1,...,Xg_1 :Xg_1,Xe+1 :X£+17---9Xk :Xk](Xg)

_ f(X1, ..., Xk)
f(X17"'7X£_1’X£+1""7Xk)(X1,...,Xg_‘],Xg_H,...,Xk)

(on peut encore définir des espérances et variances conditionnelles sur base de ces
densités conditionnelles).

Remarque : on peut vérifier que Xj, ..., Xk sont mutuellement indépendantes si et
seulement si f(xy, ..., xk) = 1 (xq). .. F%(xc) Vxq, ..., Xk.

Pour la méme raison que dans le cas discret, ceci sera souvent utilisé dans la partie
"inférence statistique" du cours.
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Vecteur moyen et matrice de variance-covariance

Par analogie avec le cas bivarié, nous définissons le vecteur moyen et la matrice

de variance-covariance du v.a. X = (Xi,..., Xk)" respectivement comme le vecteur
[ E[Xi] \
E[Xz]
E[X]={ .
\ B[X4] /
et la matrice (symétrique et semi-définie positive, comme pour k = 2)
Var[X] = E[(X - EIX])(X — E[X])']
( Var[ Xi] Cov[Xi, Xo] ... Cov[Xi, X]
Cov[Xz, Xi] Var[ X5] ... Cov[Xz, Xk]
\ Cov[Xk, X1] Cov[Xk, Xo] ... Var[ X] )

|l est facile de vérifier que, pour toute matrice (r x k) A et pour tout vecteur b € R',
on a E[AX + b] = AE[X] + b et Var[AX + b] = AVar[X]A.
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La loi normale k-variée

Une distribution multivariée continue particuliere

Soient 1 € R¥ et ¥ une matrice (k x k) symétrique et définie positive.
Alors X = (Xi,...,Xk)" est de loi normale k-variée de paramétres et ¥
(notation : X ~ Nk(u, X)) si X admet la densité

K 1 Te—1
AR —5X—u) X (X —p)
() = (27r> Vaets ° ’

\ T
ou X = (Xy,...,Xk)".
Ceci généralise donc

m la loi normale univariée (k = 1; voir ch.2-p.71) et

m la loi normale bivariée (k = 2; voir ch.3-p.117).
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La loi normale k-variée

On peut montrer que
(i) uw=E[X]etX = Var[X].
(i) Pour toute matrice (r x k) A et pour tout vecteur b € R',
AX 4+ b ~ N(Au+ b, ATAT).

En particulier, si on prend A= (0,...,0,1,0,...,0) (avec le "1" en position ¢)
et b =0, on obtient que Xy ~ N1 (e, Xoe).

(i) Si X est une matrice diagonale, Xi, ..., Xk sont mutuellement indépendantes.

Remarque : ce qu’on appellera "loi normale k-variée standard" est le cas particulier
obtenu pour i = 0 et ¥ = Ik (la matrice identité de dimension k).
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